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Zusammenfassung

Die Anwendbarkeit von Quantengruppen zur Beschreibung von raum-zeit-
lichen Symmetrien in Modellen der relativistischen Physik wird am Bei-
spiel der Diracschen Elektronentheorie diskutiert. Unter Verallgemeinerung
von Twistormethoden auf Quantenmatrixgruppen werden zwei verschiede-
ne Deformationen der Lorentz-Gruppe konstruiert, die einen nichtkommu-
tativen Minkowski-Raum transformieren. Die Erweiterung zur ¢-deformier-
ten Poincaré-Gruppe wird diskutiert. Dem g-Minkowski-Raum entspricht
eine Quantisierung von Raum und Zeit, bei der in Analogie zum Drehimpuls
in der Quantenmechanik nicht mehr alle Komponenten simultan meBbar
sind. Mit Hilfe der die Deformation charakterisierenden R-Matrix wird die
zugehorige g-Lorentz-Lie-Algebra durch eine Dualitat von Quantengruppe
und Quanten-Lie-Algebra berechnet. Sie kann wie die deformierte Gruppe
als quadratische Algebra dargestellt werden. Spinor- und Vektordarstellung
der Algebra werden berechnet. Durch geeignete Definition g¢-deformierter
Dirac-Matrizen wird eine Verallgemeinerung der Dirac-Gleichung angeben,
die kovariant unter g-Lorentz-Transformationen und mit den Realitatsbe-
dingungen fiir den Impuls vertraglich ist. Die bilinearen Kovarianten werden
angegeben. Fiir den Fall freier Teilchen wird gezeigt, dafl sich die beschrie-
benen Zustande durch Energievorzeichen und Spinausrichtung charakteri-
sieren lassen.
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Kapitel 1

Ausgangspunkte

“... since the time of the creation of general re-
lativity and quantum mechanics there has been
an increasing tendency to consider space-time as
a physical system in its own right.” [22]

1.1 Fragestellung

Quantengruppen und nichtkommutative Geometrie sind innerhalb von kurzer Zeit zu
einem bedeutenden Forschungsgebiet der mathematischen Physik geworden [12, 7].
g-Deformationen von Lie-Gruppen, Lie-Algebren und Koordinatenraumen sind fiir vie-
le Falle bekannt und weisen auf eine einheitliche Theorie [38, 19]. Die vorliegende Ar-
beit beschiftigt sich mit den Quantendeformationen des Minkowski-Raumes und seinen
Symmetrien. Im Vergleich zu anderen Zugangen wird hierbei die aus der Twistortheorie
bekannte Beschreibung des Minkowski-Raumes zugrundegelegt. In diesem ersten Ka-
pitel werden einige Bemerkungen zur physikalischen Beschreibung von Raum und Zeit
gemacht sowie einige Grundlagen der Twistortheorie und der Quantengruppenstruk-
tur dargestellt. Im zweiten Kapitel werden verschiedene Quantendeformationen der
Lorentz-Gruppe durch Methoden der Twistortheorie konstruiert und ihre Erweiter-
barkeit zur Poincaré-Gruppe diskutiert. Das dritte Kapitel gibt eine Beschreibung
der g-Lorentz-Lie-Algebra, die eine einfache aus der SL,(2) Quantengruppe ableit-
bare Struktur hat. Im vierten Kapitel wird die g-deformierte Dirac-Gleichung fiir den
quantisierten Minkowski-Raum konstruiert und Losungen der freien Theorie angege-
ben. Es zeigt sich, daB im Rahmen der ¢-Deformation des Minkowski-Raumes eine
relativistische Teilchentheorie konstruiert werden kann.

1.2 Raum und Zeit in der Physik

Wir leben in einer Welt, die offensichtlich drei Raumdimensionen aufweist und sich in
der Zeit verandert. In der Physik haben sich verschiedene mathematische Beschreibun-
gen zur Charakterisierung von Ort und Zeit etabliert. Das Spektrum reicht von der
Angabe dreier von der Zeit abhingender kartesischer Koordinaten z'(¢) (i = 1,2,3)



iiber das vierdimensionale Raum-Zeit-Kontinuum z# (g = 1,2,3,4) und verallgemei-
nerten projektiven Riumen wie den Grassmann-Mannigfaltigkeiten, die das Fehlen
eines ausgezeichneten Ursprungs eines homogenen Raumes widerspiegeln, bis hin zum
“Penrose Paradies” (Manin) der projektiven Twistoren, die Raum und Zeit zu einer
abgeleiteten Struktur machen. Daneben gibt es Ansitze, Raum und Zeit aus Kohomo-
logien diskreter Komplexe (Bohm), aus topologischen Netzen (Isham) oder (quanten-
Jlogischen zeitlichen Alternativen (Finkelstein, von Weizsicker) zu konstruieren. In den
angelsdchsischen Léndern gibt es zudem eine {iberwiegend von Philosophen gefiihr-
te, z. T. durchaus technische Diskussion Uber die Fragen nach der Kontinuierlichkeit,
der topologischen Struktur und den metrischen Eigenschaften von Raum und Zeit
(Griinbaum, Newton-Smith; fiir einen Uberblick vgl. [25] mit zahlreichen Referenzen).

Die jahrtausendealte Frage nach der Teilbarkeit der Materie kann auf Raum und
Zeit selbst gerichtet werden, und so wurde seit der Entstehung der Quantenphysik die
Frage immer wieder aufgeworfen, ob nicht auch Raum und Zeit eine quantisierte, d. h.
diskrete Struktur haben — eine Frage, die auch Riemann, ausgehend von der Uber-
legung, ob nicht eine Welt endlicher Quantitdten mit einer Mannigfaltigkeit endlicher
Struktur beschrieben werden miifite, in seinein Goéttinger Habilitationsvortrag von 1854
gestellt hatte [40, S. 286]:

“Es muss also entweder das dem Raume zu Grunde liegende Wirkliche
eine discrete Mannigfaltigkeit bilden, oder der Grund der Massverhéltnisse
ausserhalb, in darauf wirkenden bindenden Kréften, gesucht werden.”

In einer Abhandlung tiber Plancks Erklarung der Strahlungsgesetze durch die Einfiih-
rung endlicher Energiequanten kam Poincaré kurz vor seinem Tode im Jahre 1912 zu
dem Schluf}, daB ganz allgemein “[e]in physikalisches System nur einer endlichen Anzahl
untereinander verschiedener Zustinde fahig” sei, und er verstand unter einem Raumge-
biet eine “sehr groBe Anzahl von einzelnen iiber den Rawn verstreuten Punkten” [36,

S. 182f.]. Die Entwicklung der Quantenmechanik fiilirte Heisenberg zu dem Postulat
[15, S. 513]:

“Die bekannten Divergenzschwierigkeiten in der Theorie der Elementarteil-
chen zeigen, daB die zukiinftige Theorie in ihren Grundlagen eine universelle
Konstante von der Dimension einer Lange enthalten wird...”

Dieser Vorschlag loste in den 40er Jahren eine Diskussion iiber quantisierte Raum-Zeit
aus: Snyder schlug eine Loventz-invariante diskrete Raum-Zeit vor, deren wesentliches
Charakteristikum es war, dal der Kommutator von Ortskoordinaten in den Drehim-
puls schlieBt [z,y] = (ia®/R)L, etc., wobei « eine kleine universelle Linge ist [52].
Dieses Modell wurde von mehreren Autoren aufgegriffen und erweitert [64, 16, 41]. Hill
fithrte eine Gitterstruktur fiir Energie und Impuls ein als eine abzihlbare Menge von
Viererimpulsen, die die relativistische Energie-Impuls-Beziehung erfiillen [17].

Damit sind nur einige frithe Beispiele genannt. Eine aussagekriftige Theorie ent-
wickelte sich nicht, auch wenn die Uberzeugung blieb, daB eine diskrete Raum-Zeit-
Struktur der Natur zugrundeliegen sollte. So stellte Feynman die Frage [14, S. 57{.]:

“Why should it take an infinite amount of logic to figure out what one tiny
piece of space/time is going to do?”



und er hoffte,

“..that in the end the machinery will be revealed, and the laws will be
simple, like the chequer board with all its apparent complexities.”

Ebenso ist die von Penrose begriindete Twistortheorie als eine Theorie entstanden,
die Raum und Zeit quantisieren sollte, um so Divergenzen der Quantenfeldtheorie zu

beseitigen und zu einer Synthese von Quantentheorie und allgemeiner Relativitdt zu
fithren [31]. Und auch Penrose betonte [31, S. 243]:

“... that to accept that there are as many points in 10~*3c¢m or even 10~1%%¢m

as there are in the entire universe is physically unrealistic and that our use
of the continuum arises solely from its mathematical utility.”

Die Art und Weise aber, dies zu erreichen, war von den oben genannten vollig verschie-
den:

“One should rather be thinking of quantizing space-time itself. This should
not bhe conceived as simply replacing the continuum by a discrete set of
points ... but rather as seeking a way of treating points as ‘smeared out’
just as quantum theory smeares out particles.”

Eine etwas spater entwickelte Theorie, die Raum und Zeit auf einem kubischen Git-
ter manifest diskret beschrieb, war die 1974 von Wilson begriindete Gittereichtheorie
[61]. Sie verstand sich allerdings nicht als fundamentale Quantisierung von Raum und
Zeit, sondern ausschlieBlich als mogliche Ndherung fiir ein Raum-Zeit-Kontinuum fir
Berechnungen in der Quantenchromodynamik.

In jiingerer Zeit hat sich die Tendenz durchgesetzt, die beiden wesentlichen Umwaél-
zungen in der theoretischen Physik dieses Jahrhunderts unter der gemeinsamen Struk-
tur einer Deformation mit den Deformationsparametern % der Quantenmechanik und
¢ der speziellen Relativitdtstheorie zu sehen. Aus der Tatsache, daff es in der Physik
nur drei grundlegende dimensionstragende Konstanten gibt, folgert Faddeev, daf} es
vielleicht genau einer weiteren Deformation bediirfe, um die Physik zu vollenden [13].

In der vorliegenden Arbeit wird dieser Deformationsgedanke aufgegriffen, indem die
¢-Deformation zur Quantisierung von Raum und Zeit verwendet wird. Im Ubergang von
der klassischen zur quantenmechanischen Beschreibung werden physikalische Gréfien
zu Operatoren, die u. U. nicht mehr miteinander vertauschen. Grundlegende Beispiele
sind die Heisenberg-Algebra fiir Ort und Impuls

[z, p] = ik ' (1.1)
oder die Drehimpulse, die die Lie-Algebra der nichtabelschen Drehgruppe erfiillen:

[Li, LJ] = 1h EgjkL;C . (12)



Analog zu diesen Beispielen ersetzt die ¢-Deformation der Raum-Zeit die kommutati-
ven Koordinaten durch eine nichtkommutative Algebra. Wie beim Drehimpuls in der
Quantenmechanik sind nicht mehr alle Komponenten zugleich scharf mefibar. Die nicht-
diagonalen Operatoren wirken als Auf- und Absteigeoperatoren, die diskrete Spektren
generieren. Die einfachste Struktur dieser Art ist die sogenannte Quantenebene

TY = q YT . (1.3)

Durch die Entdeckung der Quantengruppen steht nun eine konkrete Deformati-
onsstruktur fiir Koordinatenalgebren zur Verfiigung, die die Quantisierung der Sym-
metrien zum ersten Mal mit einschliefit. Der Formalismus hierzu wird in Abschnitt 1.4
kurz eingefiihrt.

1.3 Der Minkowski-Raum als Twistor-Mannigfaltigkeit

Der Minkowski-Raum ist ein homogener Raum mit einer natdrlichen Gruppe
von Transformationen. Projektive Rdume und deren Verallgemeinerungen, die

Grassmann-Mannigfaltigkeiten, sind neben dem R* Beispiele fiir homogene Réu-
me, die wir als Grundlage zur Formulierung von Raum-Zeit-Symmetrien betrach-
ten werden. Der Minkowski-Raum in seiner Formulierung als Twistor-Mannigfal-
tigkeit wird Ausgangspunkt der Quantisierung der Raum-Zeit-Symmetrien in Ka-
pitel 2.

1.3.1 Projektive Riume

Seit Riemann ist der Begriff der Mannigfaltigkeit aus der Physik nicht mehr wegzu-
denken. Er ist implizit, wenn nichtkartesische Koordinaten benutzt werden, die Or-
bits von Lie-Gruppen analysiert werden etc. Eine weite Klasse von Mannigfaltigkei-
ten sind die projektiven Réume. Der reelle (komplexe) projektive Raum RP” (CP")
ist die Menge der Geraden durch den Ursprung im R™! (C**1). Zur Charakterisie-
rung der Geraden aus unendlich vielen Punkten mit n + 1 homogenen Koordinaten
x= (20,%1,...,%5) # 0, X ~ ax, reichen n inhomogene Koordinaten (¢{y,...,§,), die
man z.B. erhalten kann durch & = z;/zy wenn zy # 0. Um die Mannigfaltigkeit RP™
(CP"™) vollstandig zu beschreiben, braucht man mehrere Karten ¢. Penrose hat vor-
geschlagen, die iibliche Raum-Zeit-Struktur durch eine neue Struktur von Twistoren
zu beschreiben [30]. Ein hierzu verwendeter Raum ist der CP2. Er korrespondiert mit
einem verallgemeinerten projektiven Raum, den wir nun einfiihren.

1.3.2 Grassmann-Mannigfaltigkeiten

Der Begriff des projektiven Raumes in seiner geometrischen Interpretation als Geraden
im R"™ oder C" 148t sich zu héherdimensionalen Fillen verallgemeinern. Dies fiihrt zur
Theorie der Flaggen-Mannigfaltigkeiten [30, 57]. Wir betrachten hier nur die einfachste
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Méglichkeit der zweidimensionalen Ebenen im vierdimensionalen komplexen Raum.
Sie bilden eine sogenannte Grassmann-Mannigfaltigkeit G 4(C) [56]. In homogenen
Koordinaten wird sie durch eine 2 x4 Matrix beschrieben, die wirin Y, Z € M(2x2,C)
aufteilen:

Y ¥i2
Y] Yo Y22
= ) 1.4
[Z 211 212 ( )
291 Z22

Die Aquivalenzrelation, die bei den Geraden die Multiplikation mit einer Konstanten
war, ist nun

Y Y YA
2]~ 2] @=1z4] (15)
mit A € GL(2,C). Fir invertierbares Z erhalten wir eine Karte auf inhomogene Ko-
ordinaten X =Y Z~ 1 v v 71
fZ.-v
HEIEE (1.6)

Die gesamte Grassmann-Mannigfaltigkeit G24(C) wird im Twistor- Ansatz als komple-
xifizierter und kompaktifizierter Minkowski-Raum betrachtet. Die angegebene Karte
X, eingeschrinkt auf den Raum der hermitischen Matrizen, kann als der {ibliche nicht-
kompakte reelle Minkowski-Raum verstanden werden.

1.3.3 Homogene Riume

Spatestens seit Newton ist die Vorstellung vom Raum und der Zeit mit Homogenitit
verbunden, d. h. der leere Raum sieht an jeder Stelle und zu jedem Zeitpunkt gleich
aus. Der Raum ist fiir Teilchen, die nicht wechselwirken, “leer”. Diese Vorstellung fiihrt
zu den Erhaltungssatzen der klassischen Mechanik und ist die Grundlage der Speziel-
len Relativitatstheorie. Neben dem R* sind auch CP® und G 4(C) homogene Raume
und unter entsprechenden Einschrankungen vierdimensional. Mathematisch gesprochen
ist ein homogener Raum eine Mannigfaltigkeit M, auf der eine Transformationsgrup-
pe G transitiv wirkt, d.h. zu je zwei Punkten p, und p, der Mannigfaltigkeit gibt es
mindestens eine Transformation T, die den einen Punkt in den anderen tberfiihrt:
T(p1) = pz. Die Transformationsgruppe ist eine Lie-Gruppe, wenn die Transformatio-
nen stetig-differenzierbar parametrisierbar sind. Der Orbit einer Gruppe G zu einem
Punkt p € M ist die Menge aller Punkte, die durch Transformationen mit Elementen
von (G aus p hervorgehen: Gp = {T(p)|T € G}. Insbesondere ist Gp ein homogener
Raum. Betrachten wir zwei Beispiele:

(i) Durch Drehungen 148t sich jede Gerade durch den Ursprung in R* in jede andere
transformieren. Also ist RP® mit O(4) ein homogener Raum. Die Stabilititsgruppe

eines Elements, z.B. (1,0,0,0), ist O(1) x O(3) (O(1) = Z; = {-1,+1}). Wir finden

RP* 2 0(4)/(0(1) x O(3)) = S*/Z, , (1.7)



die 3-Sphére mit identifizierten gegeniiberliegenden Punkten. Wir haben den projek-
tiven Raum inshesondere als sogenannten Koset-Raum identifiziert. Es gilt allgemein,
daB solche Raume homogen sind.

(i1) Fiir den homogenen Raum der komplexen Grassmann-Mannigfaltigkeit G5 4(C)
mit der Gruppe SU(2,2) kann &dhnlich geschlossen werden. Betrachten wir die Stabi-
litdtsgruppe fiir ein mdglichst einfaches Element:

1= o)L=~ 1y

Mit der Metrik ® = diag(1,1,-1,~1) folgt, daffi die Untermatrizen B und D ver-
schwinden, wahrend A und C' unitar sind und das Produkt der Determinanten Eins
betragt. Damit kann geschrieben werden

Ga4(C) = SU(2,2)/(S(U(2) x U(2))) , (1.9)
wobei S(...) fiir Unimodularitat steht.

1.3.4 Minkowski-Raum

Der Minkowski-Raum M? ist definiert als R* mit einer reellen nichtentarteten bilinea-
ren Form g der Signatur (4, —, —, —), in einer geeigneten Basis

1
g= . : (1.10)
~1

Ein Punkt in M* wird iiblicherweise als vierkomponentiger Vektor geschrieben x =
(2%, 21, 2%, 2®). Als Alternative betrachten wir die folgende Abbildung des Minkowski-
Raumes:

04 3 1 _ ;.2
M* — H(2) : x = (2%, 2!, 2%, 2%) — (:c te xﬂ za:a) =X . (1.11)

2t 4iz? 20—z

In dieser zweiten Beschreibungsweise haben wir den Minkowski-Raum in zweidimen-
sionale hermitische Matrizen H(2) umgewandelt. Es gilt

detX = ||z|]%, . (1.12)
Mit den Pauli-Matrizen, 1o =1 und 7;, kann man schreiben
X=z"7,. (1.13)
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Damit kann man den Minkowski-Raum in einer dritten Moglichkeit mit Spinoren in
Zusammenhang bringen: Versteht man die 7’s als Vektor-Bispinor-Objekte TfA', dann
haben wir M* in den Raum der Spinoren zweiter Stufe $1° ® S%! abgebildet:

A4 = g T;?A' . (1.14)

Wir diskutieren nun, welche Transformationen auf diesen drei Beschreibungen des
Minkowski-Raumes realisiert werden koénnen.

1.3.5 Poincaré- und Lorentz-Gruppe

Lorentz-Transformationen A sind die Isometrien des M*:

(Ax,Ay), = (x,5), ie. A* A", g7 = g* . (1.15)
Da der Minkowski-Raum keinen ausgezeichneten Ursprung hat, ist er translationsin-
variant; Lorentz-Transformationen und Translationen bilden die Poincaré-Gruppe mit

den Transformationen
x—x' =Ax+b. (1.16)

Es ist eine der fundamentalen Annahmen der (speziell-relativistischen) Physik, da8 die
Gesetze, die ein physikalisches System im M?* beschreiben, invariant unter Poincaré-
Transformationen sind.

Der Twistorraum ist ein Darstellungsraum fiir SU(2,2), der vierfachen Uberla-
gerungsgruppe der konformen Gruppe [57, 56]. Die konforme Gruppe kann auf die
Poincaré-Gruppe eingeschrinkt werden. Der Spinorraum ist ein Darstellungsraum fiir
SL(2,C), der zweifachen Uberlagerung der Lorentz-Gruppe. Twistoren verallgemei-
nern somit Spinoren und erlauben die Einbeziehung von Translationen und konformen
Transformationen.

Wir konnen die hermitische Matrix X in homogenen Koordinaten als Element der
Grassmann-Mannigfaltigkeit G 4(C) auffassen:

(1.17)

Die hermitische Form hat in geeigneten Koordinaten die Gestalt

@:(1 1) . (1.18)

Unter SU(2,2) transformiert G, 4(C) wie folgt:

[e’X]_}(A B)[iX}:[éAX+B]N{(iAX+B)(iCX+D)“1]. (1.19)

1 C D/11 «CX+D 1
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Die (Pseudo-)Unitaritat der Transformation erfordert
At C* INfA B 1
(3 0) )@ )= ) (1.20)

A*C=-C*A B*D=-D'B A*D+C*B=1. (1.21)

1.e.

Die allgemeine (Mo6bius-) Transformation (1.19) entspricht i. a. keiner Poincaré-Trans-
formation. Betrachten wir jedoch die Untergruppe

P= {T - (’3 Af_l) € SU(2,2) mit A€ SL(z,C)} (1.22)

mit AB* = —BA" aus (1.21), so ist die Transformation
X — X'= AXAY —iBA" (1.23)

von H(2) nach H(2). Die hermitische Kombination —iBA* entspricht einer Translation,
wahrend die Transformation X — X' = AX A" eine Lorentz-Transformation ist, da

[Ix|lve = ||| = det(AX AT) = det(X) = [|x[|n (1.24)

aufgrund der Unimodularitat von A.
Ein Spinor transformiert hingegen nur unter SL(2,C):

A __Af ,__AI _AI __,_B}
YA — ' = MA4HP Y =Y =My . (1.25)
Die Lorentz-Transformation auf den Bispinoren ist dann
o = M%YWAI;, zB8 . (1.26)

Poincaré-Transformationen auf Spinoren sind nicht maoglich.
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1.4 g¢-Deformation von Matrixgruppen

Die einfachste Struktur, die eine Koordinatenalgebra nichtkommutativ macht, ist die
Manin-Ebene [23]

Ty = q yo , (1.27)
die die kommutativen Koordinaten verallgemeinert. Der Faktor ¢ kann eine beliebige
komplexe Zahl sein; in dieser Arbeit werden wir ¢ € R voraussetzen. Ebenso kann man
antikommutative Koordinatenalgebren (z. B. die Differentiale von z und y) verallge-
meinern zu

En=—¢nt, EE=97"=0. (1.28)

Betrachtet man lineare Transformationen auf diesen Quantenebenen, die die Relationen
invariant lassen, so findet man eine Quantengruppenmatrix

(‘2‘ g) (1.29)

mit den Relationen [23, 42], p = 1/¢,

ab = pba cd = pde
ac = gca bd = qdb (1.30)
ad = da+(p—q") be be = gptech.
Eine ¢-Determinante kann definiert werden
det,M = ad —q cb, (1.31)

die i. a. keine in der Koordinatenalgebra zentrale Grofle ist. Unter der Quantengrup-
peneigenschaft versteht man, dafi das Matrixprodukt zweier Quantenmatrizen gleicher
Vertauschungsrelationsstruktur, die untereinander vertauschen, wiederum die gleichen
Relationen besitzt.

Eine Systematisierung der Beschreibung von Quantengruppen gelingt mit dem R-
Matrix-Formalismus [38]: Die Relationen (1.30) k6énnen aufgrund ihrer quadratischen
Struktur als -

R, TeT% =T8T, R, (1.32)

oder kurz als RT'T = TTR geschrieben werden. Im Beispiel (1.30) haben wir:

~ q - i g
R= PP . (1.33)
q

11



Die Quantenebenen sind unter Transformationen T' erhalten, wenn sie in der Form
f(R)zz =0 (1.34)

angegeben werden konnen, wobei f ein Polynom ist, da mit (1.32) auch f(B)TT =
TT f(R) gilt. Die R-Matrix ist wesentlich eingeschrinkt durch zwei Forderungen: Er-
stens miissen die Relationen (1.33) im quadratischen Teil der Algebra die gleiche Anzahl
linear unabhéingiger Elemente wie im kommutativen Fall erlauben. Zweitens diirfen die
RTT-Relationen in hoheren Ordnungen der Algebra zu keinen neuen Relationen fiihren;
dies wird im wesentlichen durch die Yang-Baxter-Gleichung gewihrleistet, die die Zopf-
gruppenstruktur bei mehrfachen Vertauschungen von Produkten der Algebraelemente
implementiert:

§12§23R12 - §23§12§23 . (135)

(Die stirkere Forderung nach Polynomialitat der Algebra wird zumindest im Fall von
Quantengruppen zum Typ A, durch diese Konstruktion sichergestellt [46, 53].)
Die R-Matrizen konnen entsprechend ihrer Eigenwerte in orthogonale Projektoren

zerlegt werden R= 2_i P:. Die Polynome, die die Quantenebenen festlegen, sind gerade
bestimmt durch f;(R) = P.
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Kapitel 2

g-Deformationen von Lorentz- und
Poincaré-Gruppe

Die einfache Quantengruppenstruktur SL.(2) ldft sich zu zwei verschiedenen
Quantendeformationen der Lorentz-Gruppe erweitern. Eine Vergréflerung zu ei-
ner g-deformierten Poincaré-Gruppe ist unter bestimmien Bedingungen ebenfalls
mdglich. Die Methode dazu ist die Verwendung von Verallgemeinerungen projek-
tiver Rdume aus der Twistor- Theorie.

2.1 Die Quantendeformation von SL(2,C) als Unterstruktur
in SU{(M}(Q, 2)

Die Quantengruppe SL,(2) ist durch eine Matrix

M= (‘é 3) (2.1)

gegeben, deren Eintrage im Vergleich zur allgemeinen Quantenmatrix von Abschnitt
1.4 die folgenden spezielleren Relationen erfiillen, A = g — ¢71,

ab = qba ac = qca
ed = qdc bd = qdb (2.2)
be = cb ad = da+ X b
und damit der Unimodularitatsbedingung
det,M = ad — qgbc =1 (2.3)
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geniigen kénnen. Die inverse Quantenmatrix M ™! ist konsistent festgelegt durch die
Forderung MM ™! = M~*M = 1 und ergibt sich zu

M:( d “qﬁlb) . (2.4)

Die Komultiplikation wird durch Matrixmultiplikation generiert
AM)= MM . (2.5)
Dies ergibt in unserem Fall

Ac = a®ae+bQec Ab a@b+bRd
Ac = ¢cQa+b®ec Ad = c@b+dRd.

(2.6)

Die Quantenebene oder der Links-Komodul der Gruppe (;’) hat die Vertauschungsre-
lation

Ty = q YT . (2.7)
Im Ubergang von reellen zu komplexen Raumen verdoppelt sich die Anzahl der (reellen)
Freiheitsgrade und damit der Grundvariablen. Bei einer (Matrix-) Algebra gibt es dann
entsprechend fiir jedes generierende Element m’, (1 <4,k < n) in einer *-Algebra ein
zusitzliches Element m?,. Wir beschranken uns in dieser Arbeit auf den Fall ¢ € R.
Die konjugierten Elemente zu a, b, ¢, d erfiillen dann notwendigerweise

ab = ¢'ba ac = ¢'7a
¢d = ¢ tde bd = ¢ 'db (2.8)
be = ¢b @dd = da— \be.

Um die Relationen fiir gemischte Paare von Elementen zu erhalten, ist es notwendig,
die Quantendeformation {iber der linearen Hiille {m*, ™’ })1<; j 1 1<2 2u betrachten. Dies
kann man fiir SL,(2,C) (und entsprechend fiir SL,(n,C)) wie folgt realisieren: Mit

M vom Typ SL,(2) ist auch M* = M*+~! vom gleichen Typ und erfiillt die Relatio-
nen (2.2). Diese beiden Matrizen konnen entsprechend (1.22) in eine vierdimensionale
eingebettet werden (vgl. auch [11]):

= (M M*) - d —qe|- (2.9)
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Diese neue Matrix ist (pseudo-)unitar beziiglich einer quadratischen Form &

($1,%2) = 1" %y = Py (2.10)

mit ¥ = ¥+ ®, d. h. das Skalarprodukt ist unter der Transformation 4 — T4 invariant:
& —Tr6T =3  mit @:(1 1) . (2.11)

Die Hermitizitat eines Operators H wird ausgedriickt durch
(Y, Hp) = (Hy,¢) ie. HY=0HO!. (2.12)

Die Quantengrupppe SL,(2,C) kann so als eine Untergruppe von SUy, 3(2,2) iden-

tifiziert werden. Wir fithren die Quantenebene als x= (z,y, —¢'/?7, ¢"/?%) ein. Sie
transformiert sich: x— x' = T'x.

Wir werden nun die Deformationen von SL,(2,C) analysieren, die durch eine Familie
von Multiparameter-Deformationen von SU(2,2) induziert werden. Diese ist definiert
durch R-Matrizen von Flaggenform, d.h. sie sind in einer geeigneten Basis eine direk-
te Summe dreieckiger Untermatrizen. In vier Dimensionen nimmt die R-Matrix die
folgende Form an:

11
Ti12 12
™
T3 @13 bis
rs1 Ci3
T2
T14 Q14 bia ca . . .
R — . . . . . . . Ty d14 €14 . . . . . . (213)
. . . . . . . . T2z Gag . . . . . .
T'32
To4 G24 bog
T4y Ca4
733
- T34 Q34
Ta3
L . . . . . . ’ . . . . . . . . Taa |

Die Basis hat die Indexreihenfolge (11,12,21,13,(\31,22,14, 41,23,32,24,42,33, 34,43,
44) beziiglich der Indizes 1...4 von T'. Die Matrix B = PR, mit P der Permutationsma-
trix, hat genau dann zwei Eigenwerte, z.B. 1 und ¢*, wenn ri; = 1, rj; = ¢*/ri; (§ > 1)
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und a;; = 1 — ¢%, ungeachtet der anderen Eintrige. Die Analyse der Yang-Baxter-
Eigenschaft fiithrt zu den folgenden drei Féllen:

Fall (I) Fiir b3, ¢13, bra, C14, d14, €14, b24, 24 = 0 finden wir die Multiparameterversion
der Standard-GL,(n)-R-Matrix [39, 43, 44]. Die Einbettung von SL,(2,C) erfordert
Tz = Tg1 = Tay = 743 = ¢, und die Vertraglichkeit der Konjugation mit den Vertau-
schungsrelationen fithrt zu den Einschrdnkungen ryy = ry3. Die gemischten Vertau-
schungsrelationen sind unter Verwendung von p = r14/r13 und ¢ = ry3/733

aa = aa ba = p‘tab

ab p~! ba b = p~lt' bb

ac = pca bc = ¢b

ad = da bd = t1db

(2.14)

cd = pac de = dad

cb = be db = t1bd

cc = l1pcc de = ted

cd = tde dd = dd.

Insbesondere sind diese Relationen unabhingig von der Wahl von ¢. Mit (2.14) sind
die g-Determinanten det, M und det, M* zentral in der komplexen Algebra (2.9) und
kénnen zu Eins gesetzt werden.

Die komplexe Quantenebene erfiillt die Relationen

Ty = qyz Ty = ¢ J%
ry = rye YT = r3Ty (2.15)
TT = ru T Yy = T23YY.

Fall (IT) Fiir b3, 13, bog, €24 = 0 und by4, €14 # 0 finden wir eine neue R-Matrix. Zur
Einbettung von SL,(2,C) miissen folgende Gleichsetzungen gemacht werden: ry; =
T91 = T34 = Ty3 = ¢. Die Vertriglichkeit der Konjugation mit den Vertauschungsregeln
erfordert hier ri3 = roq = s, r14 = ro3 = ¢s. Wir wihlen by = —¢s), eyq = gs™ 1A,
Jede gleichzeitige Skalierung von b4 und ej4 fiihrt zu einer dquivalenten Algebra, vgl.
Anhang 2.6.1. Die Eintrage ¢4 und dy4 miissen verschwinden, damit die Yang-Baxter-
Gleichung erfiillt ist. Mit der Schreibweise ¥ = 1 —¢? (= —¢}) ist die R-Matrix explizit:
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1 -
. q v
. q .
5
. gisTl
1 . .
gs”' v sv .
-1
Re e e
qgs .
s v
. gisTt
1 .
. q v
. q .
i 1

Die RTT-Relation in diesem Fall fiihrt zu den Vertauschungsrelationen der Eintrige
der Quantenmatrix T

a@ = aa-—gAcc ba = glab-)Xed
ab = ¢~ 'ba—\de bb = bb+ g (a@ — dd)
ac = q¢ca bce = @b
ad = da bd = qdb+q)at
(2.17)
@ = gqac da = ad
b = be db = qbd+q)ca
& = Ec déc = ¢ lecd
ed = ¢ 'dc dd = dd+ ¢ éc.

Diese Relationen sind unabhéngig von s und Skalierungen von by4 und stimmen mit

den in [35, 50] angegebenen iiberein. Auch in diesem Fall kénnen die Determinanten

von M und M* zu Eins gesetzt werden. Dariiberhinaus ist es in diesem Fall méglich,

durch die Einschrankung @ = d und b = —q¢ die SU,(2) als Unteralgebra zu gewinnen.
Die komplexe Quantenebene in diesem Fall erfiillt

Ty = qyz Ty = ¢ 'yzT
Yy = ¢slyz yT = q¢s"lzy (2.18)
eT = ¢ Te—qry¥ Yy = ¢ Yy,

Diese Struktur, die an jene von der GL, ,(2) Quantengruppe und der SO, ,(4) Quanten-
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ebene erinnert, aber nur in speziellen Parameterwahlen isomorph ist, verallgemeinert
die komplexe Quantenebene von [44].

Fall (III) Fiir bis, 13, bia, €14, d1a, €14, 024, €24 # 0 findet man eine einparametrige
Lésung der Yang-Baxter-Gleichung, die mit dem Ergebnis von [8] {ibereinstimmt. Es ist
jedoch nicht méglich, die Quantengruppe SL,(2, C) als Unterstruktur der SUy, 3(2,2)
aufzufassen, da die RT'T-Relationen fiir die Matrix 7' in diesem Fall Beziehungen wie
z.B. ¢d = 0 etc. implizieren, die dem Prinzip der stetigen Deformation widersprechen.

Bemerkung: Die hier konstruierten Deformationen der SL(2,C) (mit stetigem Uber-
gang zum kommutativen Fall) korrespondieren mit den Deformationsklassen 3.1.1 und
3.1.3 der Klassifikation von Woronowicz und Zakrzewski [62, 63]. Unser Fall (I) ist
jedoch allgemeiner als jene Ergebnisse, da keine speziellen darstellungstheoretischen
Annahmen vorausgesetzt wurden.

2.2 Quantisierung von Minkowski-Raum und Lorentz-Gruppe

Die Isomorphie der Lorentz-Gruppe mit SL(2, C) wird durch die Identifikation des (re-
ellen) Minkowski- Raumes mit dem Raum der zweidimensionalen hermitischen Matrizen
induziert:

20+ ! — iz? .
M H2) . o= (2% — (xl Tt _l_3) =X (219

Es gilt detX = ||z||2,. Mit 75 =1 und 7;, den Pauli-Matrizen, kann man schreiben
X =r1,a" . (2.20)

In der Quantenversion kann diese Identifikation leicht verallgemeinert werden. Im fol-
genden schreiben wir

z=(A,B,C,D) —/¢* +1 (QBC q_"?D) =X, (2.21)

was als X = o7z’ mit offensichtlichen o7 verstanden werden kann. Fiir eine geeignete
Wahl der Metrik g und Definition von det,X finden wir

||z]%; = grsz’e’ = det, X . (2.22)
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Die Wirkung von SL(2,C) auf H(2) wird gegeben durch
X - MXM* (2.23)

und induziert eine Abbildung auf M*, die eine Lorentz-Transformation ist, da die
Minkowski-Lange erhalten bleibt. Somit ist fiir die deformierte Theorie zu zeigen, daf}
eine quantisierte Wirkung auf X die ¢g-deformierte Minkowski-Linge invariant 1a8t. In
diesem Fall steht die Wirkung (2.23) im Zusammenhang mit der von SU, 1(2,2) auf
G35 4(C). Der Einfachheit halber schreiben wir in Form von Quantenmatrizen

(0 7)= (0 w)( 7)=( rz) e

und identifizieren X = Y Z~'. Somit verstehen wir den ¢-Minkowski-Raum in ho-
mogenen Koordinaten (2-Ebenen in vierdimensionalem Raum) als eine ¢-Grassmann-

v

Mannigfaltigkeit [’;], die sich unter der Quantengruppe SUg,;1(2,2) transformiert

(vgl. 1.3.4). Die nichtkommutative Struktur der verwendeten 2 x 4-Matrizen tiberneh-
men wir aus den SUy,1(2,2) Quantenmatrizen entsprechend (2.24) [54, 24].

Zur Berechnung der Invarianz der ¢-Minkowski-Lange und der Vertauschungsrelatio-
nen flir den Minkowski-Raum ermitteln wir nun die Relationen zwischen Y und Z.
Betrachtet man die Untergruppe von SUy, 3(2,2), die aus Matrizen der Form

a b € f

(M NN _ |c d g h
T = ( M) - R (2.25)

=

besteht, so kann man wegen ihrer Transformationseigenschaften die folgende Identifi-
kation der Vertauschungsrelationsstruktur machen®:

[Zg} ~ H}’] . (2.26)

Fall (I) Die maximale Anzahl der Deformationsparameter fiir SUy,,1(2,2) betragt
n(n —1)/2 +1 = 7 [44]. Die Beschrankungen rj; = ¢, r3s = q, r13 = 724 lassen davon
vier iibrig. Wir schreiben ¢, k = ¢*/rya, p = r14/r1s, t = ri3/res. Die Vertauschungs-
relationen folgen aus den RTT-Relationen. Die fiir a,b,c,d angegebenen werden im

1Es wird die Notation ~ fiir die Aquivalenz der homogenen Koordinaten der projektiven Riume
und o fiir die Gleichheit der Vertauschungsrelationsstruktur verwendet.
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nichsten Abschnitt verwendet werden:

ae
af
ag
ah
be
bf
bg
bh
ce
cf
cg
ch
de
df
dg
dh

il

i

tn

o

o wunu

i

k ea

kp~! fa

kg7 ga+ A ce
k(pg) *ha+ X cf
kt eb

k fb

ktg™' gb+ A de
kg7* hb+ X df
kg™ ec
k(pg)~* fe

k ge

kp~! he

ktg=! ed

kq7' fd

kt gd

k hd

hd

[T

il

i n

il

pgk~(@e — g~ Abf)
¢2pk~be

gk~ (Ce — ¢~ Adf)
*k~lde

¢*pk~taf

gpk~1bf

¢*k~'ef

gk~tdf

gk~ (ag — ¢~ A bh)
¢k~ by

q(kt)"(cg — ¢~'A dh)
¢*(kt)™* dg

¢*k~' @h

gk~ bh

(k)1 ch

g(kt)~t dh .

(2.27)

Fall (IT) Die zweiparametrige Losung (2.16) ergibt die Relationen

ae
af
ag
ah
be
bf
bg
bh
ce
cf
cg
ch
de
df
dg
dh

In beiden Fillen ist N vom Typ GL,(2)

o

o

]

i

S ea

qs fa

sq1
s ha

ga+ A ce
+Acf

gs eb—gs) fa

s fb

s gb+ X de— sh ha

1

sq-
-1

sq
s fe

s gc

hb+ X df

ec

gs he

s ed

sq~!

—Acf

fd

gs gd — gsA he

s hd

ef = qfe
eg = qge
fo = gf
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o

It

il

i

s d@e —q7'sTIN bf — gAgT
gs~! be — g\ gd

gs e —s"INdf

¢?s~1 de

gs~ L af — g\ he

sYbf — g\ hd

g¢stef

g™t df

gs~'ag — s\ bh
¢*s7! by

s 8¢ — s~ A dh
gs™* dg

¢’s™' @h

gs~' bh

gs~'ch

s~1dh .

(2.28)

q hyg
qhf
he+Agf.

(2.29)
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Fiir zwei kommutierende Quantenmatrizen M und N vom Typ GL,(2) kann gezeigt
werden, dafl die Relation

dety(MN) = det (M) det,(N) (2.30)

gilt. Im Fall von Untermatrizen von SU,1(2,2) ergeben sich in der expliziten Berech-
nung mit den Vertauschungsrelationen (2.27) bzw. (2.28) einige zusatzliche Faktoren.

Mit ($%) von diesem Typ und Q = r2/(¢?r15) im Fall (I) und @ = 1/¢? fiir den Fall
(I1) berechnet man

1
fl27’13

deto(YZ7') = det(Y) detyyo(Z71) . (2.31)

Es folgt, dafl die ¢g-Minkowski-Linge erhalten ist unter SL,(2,C)-Transformationen
aufgrund der Unimodularitit von M:

1

2

deto(MXM*) =
etq( ) .

detq(M) detq(X) deti/g(M™) = detg(X) . (2.32)

Die Komponenten von X =Y Z~! ~ NM* sind in Ausdriicken von SUy,, 1(2,2)

€ AGDEY e
1. €. - — T
0l ot D= dmehd). 239

Die Berechnung der Vertauschungsrelationen fiir den g-Minkowski-Vektor ergibt (vgl.
Anhang 2.5.3) in

Fall (I)
AC = qpCA AD = gt DA
BC = (¢p)'CB BD = (qt)' DB (2.35)
cCD = DC AB = pt BA+tqg)h CD

mit der invarianten Lange

x| = qw (CD-q %' AB) , (2.36)

wobei w = g+¢~*. Dies ist eine zweiparametrige (pq und ¢¢) Deformation der Minkowski-
Koordinatenalgebra. (Der Faktor von AB relativ zu C'D kann nach Wunsch skaliert
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werden.) Sie ist im allgemeinen nicht isomorph zu der zweiparametrigen S0, 44(4)
Quantenebene [46] auBler fiir den einparametrigen Spezialfall p = ¢t = 1, in dem die
euklidische Quantenebene in vier Dimensionen auch zur Quantengruppe GL,(2) iso-
morph ist [24]. Aus der Form der invarianten Lange und den Vertauschungsrelationen
138t sich auf die Metrik schlieflen (vgl. Anhang 2.5.2):

0 —q¢ 3t 0 0
e S 0 0
0 0 w/2¢ 0 ),

Mit der Metrik ist auch die Konjugationsstruktur der euklidischen und der Minkowski-
Quantenebene verschieden: Fiir die ¢-Lorentz-Gruppe ergibt die Hermitizitat von X

A=B, B=A, C =C, D=0D, (2.38)
wohingegen man fiir die Deformation von SO(4) [38, 44]
A= B, B =4, C =D, C=D (2.39)

erhalt aufgrund der unterschiedlichen Signatur der Metrik. Die einparametrigen Quan-
tenebenen der ‘Standard’-Deformation von SO(3,1) und SO(4) unterscheiden sich also
nur durch die Realitdtsstruktur.

Fall (IT) ergibt die Relationen

AC = CA—q A AD AD = ¢* DA
BC = CB+g¢)BD BD = ¢ DB (2.40)
CD = DC AB = BA+q\CD —g¢~') D?

mit der invarianten Linge
X% = qw (CD—¢2 AB) . (2.41)

Dieser Fall reproduziert die bekannten ¢-Minkowski-Vektor-Relationen. Im Vergleich zu
[3, 50] finden wir ¢ & 1/q, da wir X - M XM gewihlt haben anstatt X — M+t X M.
Die Metrik ergibt sich in diesem Fall zu (vgl. Anhang 2.5.2):

-2

(2.42)

b 0O O

0 q 0
-1 0 0
0 0 Alq 17
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Eine interessante Eigenschaft der hier betrachteten Deformation ist, dal die Kombina-
tion X° ~ C' + D, i.e. die Zeit-Koordinate (oder die Energie im Fall von Impulskoor-
dinaten) zentral ist.

Da auch in diesem Fall die beiden Konjugationsstrukturen (2.38) und (2.39) mog-
lich sind, sollte auch eine Deformation der SO,(4) mit den Relationen (2.40) méglich
sein.

Die R-Matrix fiir die Lorentz-Gruppe in diesen Koordinaten kann aus der fir
SUt4,3(2,2) konstruiert werden. Ausgehend von

X > MXM* (2.43)
ie. N .
Xiy = Ty MY X0 My (2.44)
= Zj,jl Mtj (EM*E_l)tj; iji
mit der Spinor-Metrik
1/2
und X! ~ X¢, kann die Lorentz-Quantenmatrix A bestimmt werden zu
A=MOM=MQeM*<", (2.46)
so daB
(XN = AL, X7 (2.47)
gilt. Ausgedriickt in T ist das
ire o oam1 . 1
A, =THeT €42, €= ( E) . (2.48)

Mit der tiblichen Indexnotation schreiben wir das Produkt von zwei Eintrigen der
g-Lorentz-Matrix als
A12A34 = €2€4 T1T2T3T4 é;lgzl . (249)

Hindurchtauschen der Positionen 3 und 4 durch 1 und 2 unter Anwendung der Relation
R12T1T2 = TleRm oder TngRm_l = R1§1T2T1 ergibt

R12,34(TT)12(TT)34 = (TT)34(TT)12R12,34 (2.50)

mit
Riza: = RiyRisRayRy5 " . (2.51)

R und R~! wurden auf solche Art und Weise gewihlt, daf R die Yang-Baxter-Gleichung
aufgrund der Eigenschaften von R erfiillt {5, 45]. Durch eine Ahnlichkeitstransformation
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und Einschrinkung auf die betrachteten Kombinationen ergibt sich die R-Matrix fir
die ¢-Lorentz-Matrix A zu

Ri\z,ax; = &8 RpRisRouRyN &' . (2.52)

Anstatt mit den so entstehenden R-Matrizen explizit zu rechnen, kann man sich auf
die Gleichungen (2.2), (2.8) und eine Angabe der ‘gemischten’ Relationen (2.14) bzw.
(2.17) beschranken, die man auch in einer iibersichtlichen Matrixrelation darstellen
kann. Geht man von der Existenz einer sogenannten ‘universellen’ R-Matrix R aus, so
mufl diese nur auf einem geeigneten Darstellungsraum ausgewertet werden, um Ver-
tauschungsrelationen von Spinoren, Vektoren etc. zu finden. Es sei p die Darstellung
auf z = (z,y) und p* auf z* = ez = (¢/*7, —¢~'/*%). Damit gilt unter Verwendung
von (e ® €)Ria(e @ €)™ = Ry

(P®p)R = ¢ 'Ry
(2.53)
(Pr®p )R = ¢ 'Ry
und
133 = ¢ " Rypat zizy = ¢ 'Ry} (2.54)

mit der R-Matrix (1.33) mit p = ¢ fiir SL,(2). Man beachte, da wir  fiir die forma-
le antimultiplikative Involution benutzen, die der komplexen Konjugation entspricht,
wahrend * eine abgeleitete Konjugation unter Benutzung von ¢ ist; inshbesondere ver-
wenden wir M* = M*+™' = €Me. Aus der universellen R-Matrix 1aBt sich folgerichtig
auch eine Vertauschungsmatrix S ableiten, die die Relationen zwischen den konjugier-
ten und nichtkonjugierten Variablen angibt:

(p®p )R =5 (2.55)

und es gilt
Tz = 5 2T . (2.56)
Fir die beiden Falle (I) und (II) findet man aus den Losungen fiir (2.13)

13
. 14
S =
13

(2.57)
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Den Ergebnissen auf den Quantenebenen entsprechen fiir die Gruppenvariablen via

- Mz
Ry, Mo My = MiMyR,,

S M;Ml - ]‘4[11?\4.2I= S .

Bekannt aus [5] ist bereits Sy fiir den Spezialfall s = g; fiir diese Konstruktion ange-
wandt auf SL(3) vgl. [3].

2.3 Quantisierung der Poincaré-Gruppe

Mit den Ergebnissen des letzten Abschnitts ist ein offensichtlicher Weg aufgezeigt, die
¢-Poincaré-Gruppe als Untergruppe von SU(,.1(2,2) zu konstruieren. Betrachtet man

die Transformationen
M N
T = ( 0 M*) (2.59)

mit MNt = —NM™ aufgrund der Unitaritit auf der Grassmann-Mannigfaltigkeit

[zi(] - [zg] - (M }Z‘VJJ [g’] _ [iﬂ/fﬁ’ljZNZ] N [i(MXM‘*‘ ——éNM*)] ’

1
(2.60)
und bezeichnet man den inhomogenen Anteil mit F' wie folgt
F=—iNM", (2.61)
dann ergibt sich
X+— X' =MXM"+F, mit Ft=F. (2.62)

Aus (2.26) sieht man, daB F' einem ¢-Minkowski-Vektor entspricht und somit als Trans-
lationsanteil der Poincaré-Transformation 1" verstanden werden kann:

x— Ax+f. (2.63)

Nun tritt allerdings ein neues Problem auf, das mit den Untergruppeneigenschaften
von Quantengruppen zusammenhingt. Mit der Vergrolerung der Algebra um die Ge-
neratoren e, f, g, h aus N muB erneut sichergestellt werden, dafl die Determinanten von
M und M* in der vergréferten Algebra zentral sind. Dies ist fiir die hier diskutierten
Félle i. a. nicht der Fall. Um dieses Problem zu losen, kann man einerseits versuchen,
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zu einer verwandten Algebra iiberzugehen, indem man z. B. von der Quantenmatrix
M zu M = (det M)~"/2 M {ibergeht, die dann in jedem Fall die Determinante Eins hat.
Hierdurch dndern sich z. B. die Relationen (2.28) in der linken Spalte um den Faktor
57! und in der rechten um s, da det,M N*, = s* N%, det, M. Nun mu8 allerdings die
Hopf-Algebra-Struktur neu konstruiert werden.

Die einfachere Moglichkeit ist es, die Parametereinschrankungen zu bestiinmen,
die die Unimodularitdt von M erméglichen. Diese Moglichkeit wurde fiir den Fall (I)
bereits in [6] durchgefithrt: Zu bestimmen ist

p,={r= (;\04« o) € SU(22) mit M € SL.C)} . (264)

Die Uberpriifung der Zentralitits- und Konjugationseigenschaften der Relationen (2.27)
wird fiir die restriktive Wahl

g=1 t=1/p (2.65)

besonders einfach. Die Minkowski-Raum-Deformation ist dann

AC = pCA AD = p' DA
BC = p'CB BD = pDB (2.66)
cD = DC AB = BA.

Auf ihm wirken die g-Poincaré-Transformationen, deren Relationen sich aus den ent-
sprechend spezialisierten Beziehungen (2.27) mit (2.60-63) ergeben.

Um die Transformationsgruppe als ¢-Poincaré-Gruppe zu identifizieren, miissen
wir nachweisen, daB sie g-Minkowski-Abstinde invariant 1a8t>. Wie zuvor in (2.32)
finden wir entsprechend:

i

X' =V = detg(X'-V")
detq (MXM* + F — (MVM* + F))
= dety(M) detg(X — V) dety (M)

= = vl -

(2.67)

Zusammenfassend 1a8t sich feststellen, daf} es gelungen ist, eine nichtkommutative Ver-
allgemeinerung der Koordinatenalgebra des Minkowski-Raumes anzugeben. Dies im-
pliziert, dafl die Minkowski-Lange zu einer in der Algebra zentralen Grofle wird. Auf
diesem ¢-Minkowski-Raum koénnen Transformationen wirken, die diese Linge invariant
lassen, die g-Lorentz-Gruppe. Dariiberhinaus gibt es unter bestimmten Bedingungen
auch Quantendeformationen der Poincaré-Gruppe, die wir hier nicht im allgemeinsten

“Die bisher als g-Poincaré-Gruppen benannten Strukturen geniigen dieser Anforderung nicht [51,
21].

26



Fall bestimmt haben; fiir die Anwendung in Kapitel 4 kénnen wir uns auf die Lorentz-
Gruppe beschranken.

Eine Diskussion der Probleme bisheriger Versuche, eine Quantendeformation der
Poincaré-Gruppe anzugeben, findet sich im Anhang.

2.4 Hopf-*-Algebra-Strukturen

Die ¢-Deformation von Gruppen zerstort die iibliche Gruppeneigenschaft. Erhalten
bleibt hingegen eine reiche algebraische Struktur, die Hopf-Algebra-Struktur, die al-
le wesentlichen Eigenschaften enthilt, die zu einem physikalischen Symmetriebegriff
notwendig sind. Zur Diskussion der Hopf-Algebren-Struktur vgl. [1, 12]. Fiir den in
dieser Arbeit gewihlten Zugang kann auf eine explizite Betrachtung der Hopf-Algebra-
Struktur weitgehend verzichtet werden, da sie in der Matrix-Struktur implizit ist (Z. B.
mo(S®id)o A= e« TT-! =1). Wir beschrinken uns in diesem Abschnitt darauf,
einige besonders wichtige und nichttriviale Aspekte zu diskutieren.

Die Komultiplikation der Quantengruppe SUy,.1(2,2) wird wie bei allen Quan-
tenmatrixgruppen durch die Matrixmultiplikation vermittelt. Dies iibertragt sich auch
auf die Untergruppen P, und SL,(2,C).

/M N M&M MON + NoM*
A (u M*) "“"( 0 MM~ ) (2.68)
1. €.
AM) = MM
(2.69)

iIA(N) = A(FM*) = A(F)AM*) = MQFM* + FM*QM* .

Sei 7 der Operator, der die Faktoren des Tensorproduks vertauscht, 7(¢ ® b) = b @ a.
Unter Benutzung von
(AM*) ™' = r(MTQM™) ‘ (2.70)

oder dquivalent als

(M@ M9 ) (MY, @ M*') = (181),, (2.71)

ergibt sich die Komultiplikation fiir den Translationsanteil zu

AFL) =F, @1+ M MY, @ F,. (2.72)
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Diese Beziehung lafit sich auf zweierlei Weise interpretieren: Zum einen gibt die Ko-
multiplikation an, wie die Wirkung von Operatoren sich auf Produkte von Argumenten
fortsetzt. Insofern ist (2.68) eine Version der Leibniz-Regel fiir endliche Translationen;
infinitesimale Translationen entsprechen der Anwendung des Generators dieser Trans-
formation, und das wéare in diesem Fall der ¢-deformierte Ableitungsoperator. Ande-
rerseits ergibt sich in Vektornotation

Af)=fQ1+AQT. (2.73)

Dies zeigt, wie die Komultiplikation die Gruppentransformation widerspiegelt.
Die Antipode ist durch die Matrixinverse festgelegt

- M-t Nt

S(T) = T~ =( ; M+) , (2.74)
wobei Nt = —iM~!F. Also gilt

SM) = M!

(2.75)

S(N) = N+=—-M-INM*.
Fir F folgt

S(N) = SGFM") = —iM™'F (2.76)

und unter Verwendung von Indizes und der antimultiplikativen Eigenschaft der Anti-
poden

i S(M*1)S(F) = — M~ F (2.77)

S(FL) = —M** M~ F? . (2.78)

Da das Produkt der Matrizen M in der Form (M ® M™*)~! auftritt, erhalten wir in
Vektornotation

S(E)=—A"'f . (2.79)

Mit der Angabe der Komultiplikation und der Antipoden haben wir die Hopf-Algebra-
Struktur dargelegt, die grundlegende Struktur, die bei der Deformation von Gruppen
deren Gruppenstruktur ersetzt. Da wir es in unserem Fall aber mit komplezen Quan-
tengruppen zu tun haben, ist zusétzlich zu zeigen, da die Konjugationsstruktur mit
der Komultiplikation und der Antipoden vertraglich ist. Wihrend sich dies fiir letztere
in natiirlicher Weise aus den Matrixoperationen Invertieren (M~') und Adjungieren
(M) ergibt, miissen wir fiir die Komultiplikation zeigen, daf

A (I) = A(L) (2.80)



gilt. Wir hatten bereits gefunden
AMY) =7(MTQMT) (2.81)
und folgern durch Transponieren:
AM) = AM*) = [AMH)]  =r(M*eM* =M & M . (2.82)
Fiir den Translationsanteil ergibt sich

ANT) = —r(M'"QM ) (MON + NOM*) r(MTQM™) (2.83)

AN*Y) = —(M7%, @ M~V (M7 @ N, + NG @ M*,)(M*7, ® M*",)
= —M1 MM, @ MY N M,
~M NTM*O, @ M7V M Mt .
= —M*, @ (MIINM*tYy, — (M'NM*t)y @ MY,
= M+, @ NV 4+ Nt @ MY _,

(2.84)
wobei wir bei der letzten Umformung die Identitit Nt = —M -1 NM™* benutzt haben.
Das Ergebnis ist

ANy=M@N+ N ® M*, (2.85)

was (2.80) fiir N zeigt, vgl. (2.68), und Entsprechendes findet man damit fiir . Wir
haben gezeigt, daB Komultiplikation und Konjugation miteinander vertriglich sind.
Insgesamt ergibt sich die Struktur einer Hopf-*-Algebra [62].

2.5 R-Matrixrelationen fiir Quantenebenen

Zur Herleitung von R-Matrixrelationen, die die Vertauschungsrelationen fiir Koordina-
ten, Differentiale, Ableitungen etc. beschreiben, benutzen wir die Projektorzerlegung
fiir die quadratischen Teilraume. Die Raume der symmetrischen und antisymmetrischen
Koordinaten sind invariante Unterrdume beziiglich Lorentz-Transformationen. Die Or-
thogonalitat erméglicht es, die symmetrische Projektion in die Spurprojektion Pr, die
mit der invarianten Lange in Beziehung steht, und einen spurlos symmetrischen Projek-
tor Pg zu zerlegen. In vier Dimensionen 188t sich auch die antisymmetrische Projektion
weiterzerlegen aufgrund der Existenz eines vollstandig antisymmetrischen e-Tensors,
der die Definition von selbstdualen und anti-selbstdualen Unterrdumen erlaubt. Die
Projektoren sind P, und P_.
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Wir verweisen auf [28], wo gezeigt wird, daB diese Struktur unter ¢-Deformation
erhalten bleibt (fiir die Deformation, die in dieser Arbeit als Fall (II) mit s = ¢ auf-
tritt). Ohne die Projektoren in diesern Abschnitt explizit anzugeben, kénnen wir sie
wie folgt charakterisieren: Die Summe aller vier Projektoren ist der Einheitsoperator 1,
in Koordinaten des quadratischen Unterraums 1%, = 6;§/. Dariiberhinaus gibt es einen
Vertauschungsoperator V = Pyymm — Pans; (V% — 6;6], wenn ¢ — 1). Der Projektor
auf den Spuranteil ist aus der Metrik aufgebaut, wihrend die Selbstdualitat durch den
e-Tensor gegeben wird.

Pr = w?g®g
Psymm = +
Ps = %(l—i-V)—w'z g®Rg7!
1 = + + . (2.86)
P+ - i‘(l — V) + 551; c
Pcmti - +
P. = j1-V)-35e,

wobei w = g+ ¢~! und g~! das Inverse der Metrik (2.42). Die verallgemeinerten Ob-
jekte haben weiterhin eine Reihe der {iblichen Eigenschaften, die aus den Projektorei-
genschaften folgen:

Vi =1 Vertauschungseigenschaft,
Ve = —€ = €V Antisymmetrie des e-Tensors, (2.87)
2 = —q¢w(1—-V)  Kontraktion iiber zwei Indizes.

Wie héngen nun die Projektoren mit der im vorigen Abschnitt hergeleiteten R-Matrix
zusammen? In [28] wurde gezeigt, daB zwei Kombinationen der zum Fall (IT) gehdren-
den Projektoren die Yang-Baxter-Gleichung erfiillen und somit als R-Matrizen konsi-
stente Quantenalgebren generieren:

Ry = Ps+Pr—¢'P,—q*P_,
X (2.88)
Rr = ¢ ’Ps+¢*Pr—P,—P_.

Die hergeleitete R-Matrix stimmt mit der zweiten hier angegebenen iiberein: R* = Ry.
In diesem und in den folgenden Abschnitten werden wir uns auf den Fall (II) be-
schrénken, wenn wir explizite Relationen angeben. Die Vertauschungsrelationen kénnen
prinzipiell mit R* allein generiert werden, da die Projektoren auf den spurlos-symmetri-
schen und antisymmetrischen Anteil sowie auf den Spur-Anteil wie folgt angegeben
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werden kénnen:

1 1 4 q5_1
PS - w2 (1—q)\RK+ARE )
. 1 g ~ _1_‘ 4
Pr = = (1 + )\RE q,\R"I ) (2.89)
1 — o~ /\.—
Py = ;i-((quq N1 - Ry - By') .
Insbesondere
Vo o= L (-2’14 2B+ 2R
= = (-—- “+ I+ s )

(2.90)
1 A~ -~
Psym = 3(21+RE+R31) »

Um die R-Matrixrelation fiir die symmetrischen Lorentz-Koordinaten zu finden, fordern
wir, dafl die antisymmetrischen Projektoren verschwinden:

1X1X2 = (PS + PT)X1X3 (291)

1. e. )
1X.X, = — (21+ R+ B™) XX, . (2.92)

w

Verwendet man beide R-Matrizen, kann man bequemer schreiben
1X.X, = B XX, . (2.93)

Die Ableitungen erfiillen genau die gleichen Relationen wie die Koordinaten. Dies be-
deutet insbesondere, dafl Orts- und Impuls-Koordinaten in gleicher Weise deformiert
werden. (Diese Symmetrie wird jedoch i. a. bei der Einfithrung von Realitadtsbedingun-
gen gebrochen.) Da die Ableitungen jedoch mit unteren Indizes im folgenden gebraucht
werden, summieren wir entsprechend iiber die Metrik: 8; = grx8%. Aufgrund der Ei-
genschaften der B-Matrix ergibt sich

8,0, = 0,0, Ry . (2.94)

Auf die antisymmetrischen Differentiale angewendet, verschwinden die symmetrischen
Projektoren

1dX,dX; = (Py + P_)dX,dX, = —Ry dX;dX, . (2.95)
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Die Relationen lauten:

dAdC = —¢*dCdA—¢®)\ dAdD dAdD = —dDdA
dBdC = —q?dCdB+ ¢\ dBdD dBdD = -dDdB (2.96)
dCdD = —dDdC — ¢\ dBdA dAdB = —dBdA.

Als weitere Quantenebene fiilhren wir nun die deformierte Algebra der y-Matrizen ein.
Sie sind sicherlich nicht symmetrisch, allerdings braucht der Spurprojektor nicht zu
verschwinden. Eine mogliche Definition ist

1vov = (Pr+ Py + P )yay = —f%y Yoy +qw g . (2.97)

Hierbei ist die Normierung der y-Matrizen zu grjv7y! = w?® gewshlt. Die Summati-
onsreihenfolge iiber die Indizes ist vertauscht v,y; statt 4,42. Wir werden im vierten
Kapitel sehen, daf} dies gerade notig ist, um einen geeigneten Dirac-Operator zu kon-
struieren. Die Relationen lauten in der angenommenen Normierung:

vt T = e
7‘;71"‘; o =0
o ke S N e = 0
’ 2.98
O B e Y (298)
AR S S e
7+ YT = Y
(7A,B,D)2 =0 (70)2 = _q)\,yB,},A ) (299)

Matrixdarstellungen der y-Matrizen werden in den Kapiteln 3 und 4 angegeben.
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2.6 Anhang

2.6.1 Skalierungseigenschaften

Die Vertauschungsrelationen fiir Quanten-Algebren sind nicht vollig eindeutig, da ins-
besondere Skalierungen mit Potenzen von ¢ im Grenzfall, der ansonsten fiir die Defi-
nitionen leitend ist, nicht zu identifizieren sind. Untersuchen wir die Skalierungseigen-
schaften der SL,(2): Aus dem allgemeinsten Ansatz

a — aa b — pb

. e 4 s (2.100)

folgt, daf sich in den Vertauschungsrelationen der Faktor von ad gegeniiber bc verén-
dert. Um dies zu verhindern, beschranken wir uns auf § = f~v/a. Die Unimodularitat
fithrt zur Einschrinkung v = 1/3.

Diese Skalierungsméglichkeiten erkldren die Wahlfreiheit von by4 im Fall (IT}). Fi-
xieren wir @ = 1 und die Skalierungen von e, f, g, h zu
—
—

g ¢ ;: (2.101)

f
B7th,

e —
g —

dann verdndert diese Transformation b4 gerade um den Faktor 1/32. In der Definition
von A, B,C, D fiihrt diese Transformation zu

A — A B —- B
6l blp 2102)

BC -iD.

2.6.2 Bestimmung der Metrik

Vergleicht man (2.19) und (2.21) fiir den Fall ¢ = 1, so muf die Metrik fiir beliebiges
q eine Deformation von

0 -1 00
-1 0 00
0 0 10

1J

sein. Im Fall (I) ist aus den Vertauschungsrelationen ersichtlich, daf die Kombinationen
AB und CD nur mit BA und DC in Verbindung stehen, im Fall (II) kommt D? hinzu.
Daraus folgt der Ansatz

CD— ¢ % 'AB = aAB+ BBA+~CD +6DC

— (v+6—Btg\)CD + (a + B)AB (2.104)
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also
a=—q¢ 41— b§=1—~v+ptg). (2.105)

Die verbleibende Freiheit, § und « zu wihlen, geht auf die Skalierungsfreiheiten der
Algebra zuriick. Fiir die Wahl o = 8 und v = § erhalten wir (2.37).
Fiir den Fall (II) entsprechend

CD—-q*AB = oaAB+ BBA+~CD+6DC + uD?

(746 BgNCD + (a+ BAB + (g~ A+ mp?  (2190)

a=—q¢*—f =1-7+p0gr p=-P¢ ). (2.107)
Wihlen wir 8 = ¢ % und v = 4, erhalten wir (2.42).

2.6.3 Rechenschritte

Wir fiigen ein Beispiel an, um die in Abschnitt 2.2 notwendigen Rechnungen zu erliu-
tern. Die Vertauschungsrelationen der Minkowski-Koordinaten folgen aus der Identifi-
kation (2.33) mit den Relationen (2.27) bzw. (2.28). Berechnen wir fiir den Fall (II) die
Relation zwischen A und D:

gAD = (et+ fd)(gc+hd) (2.108)
= etgt+ cchd + fdgc + fdhd . '

Fiir diese vier Ausdriicke im einzelnen vertauschen wir erst die mittleren beiden Ele-
mente, dann die ersten und letzten beiden und dann wiederum die mittleren:

ecgc = e(s gc+sA hd)e

gs geec + ¢ *sA ehdc

= ¢ geet— qhgdfc+ g sA(he + X gf)de
q? gcet — ¢ '\ gdfe + g\ hdec

I

i

echd = ¢ 's ehed
q~2s hedc+ ¢ s) gfed
hdec + ¢~ X gdfe

il

(2.109)

q7's fgde
s gfed

q* gefd

s fhdd
gs hfdd
q® hdfd .

Hnon

Sy
aul
-
.
i

o
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Damit folgt
AD = q(geec +__kge'c' + ggfz + hdfd)
= g(gc+ hd)(ec + fd) (2.110)
= ¢’DA.

Entsprechend berechnen sich die iibrigen Relationen. Zur Uberpriifung der Ergebnis-
se wurden die Vertauschungsrelationen auf den Computer- Algebra-Systemen REDUCE
und MATHEMATICA implementiert, was erlaubt, jeden Ausdruck in den Variablen in
eine eindeutige Form umzuordnen. Hiermit konnte verifiziert werden, daf} sich Kom-
binationen wie z.B. AD — ¢* DA nach Anwendung der Vertauschungsregeln zu Null
wegheben.

2.6.4 Probleme der Deformation der Poincaré-Gruppe

Wir wollen hier kurz diskutieren, inwieweit der Twistorraum-Ansatz zur Quantende-
formation der Poincaré-Gruppe sich von anderen Ansitzen unterscheidet. In [51] wurde
ein allgemeines Schema vorgestellt, wie man zu den meisten bekannten Quantengrup-
pen inhomogene Versionen angeben kann. Dies wurde in [21] aufgenommen und in
einen weiteren Kontext gestellt. Der Versuch, die Quantenmatrix T mit einem Transla-
tionsvektor x zu einer neuen Quantenmatrix 7 zu kombinieren, gelang fiir orthogonale
Gruppen nur unter Hinzunahme eines weiteren algebraischen Elements w:

T = (wOT ‘D . (2.111)

Der Ubergang von T zu wT zerstorte allerdings die Unimodularitat der Transformati-
on und fiihrte dazu, daf jede Lorentz-Transformation mit einer Skalierung verbunden
war.® Der Grund fiir das Auftauchen der Skalierungstransformation war die notwen-
dige Angabe von Vertauschungsrelationen zwischen T und z. Sie mufiten so gewahlt
werden, dafl die Komultiplikation auf ganz 7 ein Algebren-Homomorphismus ist. Die
vorhandene Lorentz- B-Matrix wurde zur Definition verwendet:

Nur unter Erweiterung der Algebra um w mit [w, M] = 0 und zw = qwz kann die
Komultiplikation konsistent auf x angegeben werden.

Vergleichen wir dies mit dem in dieser Arbeit verwendeten Ansatz {iber Twistor-
Mannigfaltigkeiten: Per Konstruktion ist die Komultiplikation konsistent, und ins-
besondere sind die Vertauschungsrelationen zwischen Lorentz-Transformationen und
Translationen in der SU, 1(2,2) Quantengruppe enthalten. Jedoch ist die Problema-
tik der Unimodularitat der SL,(2,C) Matrizen in der um die Translationen vergrofier-
ten Algebra ein Anzeichen fiir das Auftreten von Skalierungen auch in diesem Ansatz.

9Dies rechtfertigt sicherlich die Benennung ‘inhomogene Quantengruppe’ aus [51], die Bezeichnung
‘g-Poincaré-Gruppe’ in [21] ist jedoch nicht akzeptabel, da es keine invariante algebraische Verallge-
meinerung des Minkowski-Abstandes gibt.
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Wie jedoch das Beispiel in Abschnitt 2.3 zeigt, konnen diese vermieden werden. Wie in
(2.63), (2.73) und (2.79) ist es moglich, alle Ergebnisse in Vektorform zu iibersetzen.
Die Vertauschungsrelationen von A und f ergeben sich aus

A¥ L Y = M (eMr e, (NMTY,

_ i i a2 b omid2 p—1ct?
= 2 T T ,q TP T, . (2.113)
a,b,c=1,2

Hieraus 148t sich eine Vertauschungsmatrix ermitteln, die sich aus vier Untermatrizen
der R-Matrix (2.16) bilden 1a8t, aber sich von der, die durch die Vertauschung von zwei
A entsteht (2.52), unterscheidet (insbesondere durch die Summation iber ¢). Somit
stellt sich heraus, da§ der in [51] verfolgte Ansatz durchaus zu einer skalierungsfreien
Poincaré-Gruppe fithren kann, wenn man geeignete Vertauschungsrelationen zwischen
M und z annimmt, die allerdings ohne den hier dargestellten Ansatz schwer zu finden
sind.
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Kapitel 3

Die g-deformierte Lorentz-Lie-Algebra*

Die quantisierte Lie-Gruppe ist mit der quantisierten Lie-Algebra nicht mehr in
einfacher Weise tber die Erponentialabbildung verbunden. Der Zusammenhang
wird durch eine fundamentale Dualitdt ersetzt. Durch geeignete Wahl der Gene-
ratoren ist die Struktur von Uy(sl(2,C)) eine quadratische Algebra, die véllig aus

der einfachen 5Ly(2) Struktur ableitbar ist. Die R-Matriz und die entsprechenden
v-Muatrizen ermdglichen es, Matrizdarstellungen fir die Algebra anzugeben.

3.1 Einleitung

Die zur Quanten-Lorentz-Gruppe des Falls (II) von Kapitel 2 gehérige g-deformierte
Lorentz-Algebra ist erstmals in [50, 27] fiir s = ¢ abgeleitet worden. Es wurden Gene-
ratoren konstruiert, die eine Wirkung auf die komplexe Quantenebene (2.18) mit s = ¢
der Form T'27 = a" ,,2*T" + o 2" aufweisen. Aus der Bedingung, dafl diese Relatio-
nen fiir unterschiedliche 7" in Anwendung auf beliebige Monome in den z* konsistent
sind, wurden die moglichen a und o konstruiert. Dies stellt einen klaren kalkulativen
Zugang dar, der im wesentlichen in einer Uberpriifung aller Konsistenzbedingungen
durch direktes Durchrechnen bestand. Hieraus ergab sich eine Liste von 21 Relationen
fiir sieben Generatoren, die zwar linear unabhéngig, aber, wie wir zeigen werden, als
Erzeugendensystem der universellen Einhiillenden der Quanten-Lorentz-Algebra nicht
alle unabhéngig sind.

In diesem Kapitel geht es darum, die Struktur der Quanten-Lorentz- Algebra zu
finden und so eine méglichst kanonische Formulierung fiir sie anzugeben. Insbesondere
goll die deformierte universelle einhiillende Algebra U,(sl(2,C)) als eine quadratische
Algebra aufgefait werden koénnen. Damit wird sie als eine klare mathematische Struktur
identifiziert, von der viele Eigenschaften bekannt sind [53]. Alle Vertauschungsrelatio-
nen und die Komultiplikation kénnen mit der Quantengruppenstruktur von SL,(2)
identifiziert werden. Eine natiirliche Involution wird dadurch in Form von linearen
Relationen induziert. Darstellungen dieser Algebra in M (4 x 4, C), die mit der definie-
renden R-Matrix bzw. mit den Spin-Matrizen aus den entsprechenden g-deformierten

*Dieses Kapitel entspricht [49] in iiberarbeiteter Form.
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~-Matrizen in Zusammenhang stehen, werden hergeleitet. Die erste dieser beiden Dar-
stellungen ist insbesondere treu und kann somit auch zur Definition von U,(sl(2,C))
dienen.

3.2 Zwel Arten von R-Matrixrelationen

Eine Quantenmatrix M zur Quantengruppe SL,(2) [38] mit g€ Rund A = q— ¢!

hat die Form . .
_(mly ml,
M= (?}3,21 m%) ’ (31)
mit der Determinantenbedingung

det,M = m';m? — ¢m'ym? =1 (3.2)

und geniigt den Vertauschungsrelationen

1,01 11 mlom? = 2,01
MMy =g g, mamy =g m21m11
m11m22 = g ?2?% 2'*;?3 1 mlzmgz =4 ';n 2’;73 2 . (3.3)
mlym? = m*ml, mym? = m%mY + A miym? .

Die Komultiplikation wird durch die Matrixmultiplikation generiert
A(M) = MM . (3.4)

In der Formulierung der Quantendeformation von SU(2) treten zwei Grundstrukturen
auf:

(a) Man geht von einer Quantenmatrix vom Typ (1) aus. Die Vertauschungsrelationen
werden durch

RMM = MMR (3.5)
mit der R-Matrix

R= (3.6)

generiert und die Unitaritatsbedingung

MtM =1, i e mY, =m?% und ml, = —¢ m? (3.7
gestellt.
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(b) Man betrachtet ein Paar unimodularer oberer und unterer Dreiecksmatrizen L
und £_ mit den Relationen

-~

RL.L, = LiL.R

-~

RC_L. = L_L_R (3.8)

~

RL L. = L_L.R
und verlangt Unitaritat durch die Bedingung
(L) = (L) (3.9)

Diese Beschreibungen werden im allgemeinen als zueinander duale aufgefaBt [38, 20]. Es
zeigt sich jedoch fiir den Fall komplexer Quantengruppen, dal dies nicht zwangslaufig
die Dualitit G, < U,(g) von Quantengruppe des Typs (a) und quantisierter Lie-
Algebra vom Typ (b) zu sein braucht. Vielmehr stellt sich heraus, dafl auch die Quan-
tengruppe teilweise durch Relationen vom Typ (b) beschrieben wird: Die Quanten-
gruppenmatrix A von SL,(2,C) 148t sich in ein Produkt einer SU,(2) Quantenmatrix
mit einer Dreiecksmatrix zerlegen: A = M L . Dies ist die entsprechende Iwasawa-
Zerlegung fiir die Quantengruppe SL,(2, C) [35, 55]. Im folgenden werden wir zeigen,
daf auch die quantisierte Lie-Algebra neben den Dreiecksmatrizen eine SU,(2) Matrix
enthalt.

3.3 Einfiihrung eines neuen Erzeugendensystems der einhiil-
lenden Lie-Algebra

In [50] wurden eine aus sieben Generatoren bestehende Deformation der Lie-Algebra
der Lorentz-Gruppe angegeben und alle Vertauschungsrelationen aufgelistet. Um die
Struktur der universellen einhiillenden Algebra der Quanten-Lie-Algebra der Lorentz-
Gruppe zu beschreiben, beginnen wir mit der Beobachtung, dal Kombinationen der
Generatoren in der bereits angedeuteten Art und Weise in Quantengruppenmatrizen
geschrieben werden konnen. Daraus ergibt sich eine der Matrixstruktur der Quanten-

gruppen angemesseneres Erzeugendensystem der universellen einhiillenden Algebra aus
den Generatoren (L*, L=, £,¢7), K K? k, k) 38, 45]:
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;_ 10 _ (73)‘i 0
Ly = (AL+ E) B (qAT+(T3)-i (73)i)

- (é —qEA_IL-) _ ((73)% ~\gqT- (73)—i> (3.10)

k. —q\K'\ 1 (73)
L":(AK?%)“( 3

Insbesondere zeigt die neue Wahl der Generatoren die Struktur einer quadratischen
Algebra !. Wie iiblich werden die Analoge der Generatoren der Cartan-Unteralgebra
durch Inverse £~! und % erganzt. Da im deformierten Fall die Generatoren der Trans-
formationen endlichen Verschiebungen, Rotationen etc. entsprechen und damit mit
einer diskreten Struktur korrespondieren (£ = ¢ statt H etc.), kénnen sie auch als
Quantengruppenmatrizen aufgefafit werden.

Die Vertauschungsrelationen der g-Lorentz-Algebra werden durch die R-Matrix-
Gleichungen (3.8) fiir die Rotations-Unteralgebra und die folgenden Relationen

RL,Ly, = LoLuR (3.11)

RC,Ly = L.LLR
RC,L_ = L_LyR (3.12)

gegeben. Wahrend die Deformation der Rotations-Unteralgebra vom Typ (b) ist, nimmt
die Unteralgebra, die die Boost enthélt, die Form (a) an. Die verbleibenden Relationen
werden auf adhnliche Art und Weise gegeben (3.12).

3.4 Die ¢g-Lie-Algebra Relationen der Lorentz-Gruppe

Wir geben im folgenden die expliziten Relationen an und vergleichen sie mit denjenigen
in [50]. Fir die Rotations-Unteralgebra 148t sich aus (3.3) mit (3.10) ablesen:

Lt¢ = ¢4 Lt
L~ ¢ = ¢ ¢L- (3.13)
[LY,L7] = ¢ ]2 —42).

TEine quadratische Algebra auf einem linearen Raum V ist der Quotient der Tensoralgebra 7T (V)
mit einem Ideal T C V ® V; vgl. z. B. [23, 53]
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Mit der Identifikation berechnet sich dies zu

T3T+ — q~4 T+7'3
™ = ¢T3 (3.14)
T+T- = @ T-T* + A~}(1—79)

wie behauptet. Die Relationen zwischen Rotations- und Boost-Generatoren sind

kLY = ¢ ' LYk+q A 1K? kL= = ¢7' L k+q) (K
kLY = qLYk—- X K% kL= = qL7k—A Kt
kl = ftk _ kK = fk
KLt = LYK'—q X\ Y k-¢k) KL~ = L K! _
K*LY = L*K? K2~ = L K?+ ¢ A (ke — lk)
K44 = ¢ 1¢K? K% = q(IK?
(3.15)
und entsprechen
1Tt = THel4 X712 7~ = g ?T-r1-) S
o?TY = Ttro?— ) 7°T? oMt = @F Tt St
F13 = 3,1 o3 = 352
SITY = ¢ ?T+S'— g 22" Y3l —0?) ST = T8 ;
T*Tt = ¢ T+T? T~ = T-T*+ A2 Yl —0?)
S8 = ¢4 381 T23 = gt 7372 .
(3.16)
Fiir die Unteralgebra, die die Boosts enthélt, finden wir
EK' = qukN lsz = qI{ZkN
EK' = q' K% kK? = ¢ ' K% (3.17)
K'K* = K?K! kk = kk—q\® K'K*,
und diese Relationen korrespondieren mit
Flgl = gipt FIT? = ¢ T
o8t = Slo? o?T? = ¢ T%? (3.18)
SIT? = T281 Tl6? = o%rl 4 qX3 S1T? .

Die Bedingung der Unimodularitat von £y reduziert die Anzahl voneinander unabhéngi-
ger Generatoren der Quanten-Lorentz-gruppe auf sechs (vgl. dazu auch [45]).

— — 1.3 2171 172
1 = det, L, = kk + g\ KK (3.19)

7.10.2 _ quzslTZ .
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Diese Relation kann in genau der gleichen Weise dazu benutzt werden, % zu elimi-
nieren, wie die Relation ££~! =1, um £™! zu ersetzen. Zur Erklirung der Deforma-
tionsstruktur und fiir Berechnungen erweist sich also die rein quadratrische Algebra
(L*, L=, 0,07, K, K%, k, k) gegeniiber der Algebra (T, T, 73,71, 62, 51, T?) von Vor-
teil; die universelle Einhiillende ist selbstverstandlich identisch.

3.5 Die Komultiplikation der ¢-Lorentz-Generatoren

Die Komultiplikation wird durch Matrizenmultiplikation generiert (3.4). Fiir den Ro-
tationssektor ergibt sich

A(l) = (¢
ALY = LY@ +LQLY (3.20)
AL7) = L~ @L+1QL"

A(r?) = 3@
ATY) = T*R1+(r?): Tt (3.21)
AT) = T-®1+(T?): 0T,

und fiir den Boostsektor findet man

Alk) = k®k—q\? K'® K?

Ak) = kok—g\ K?*@K? 3.22)
AKY) = K'®@k+ke K 3
AK?) = K*Qk+k®K?,
dies entspricht
A(rY) = T4\ SY )R T?
2y 2 2 2 2733 1
Ale?) = F* QP+ XT3RS (3.23)

A(SY) = '@+ (rd)irl @ St
AT?) = T?@r 4 (%) 5a? T2,
Im Vergleich kann festgestellt werden, da die Komultiplikation den linearen Raum

V der neuen Generatoren auf den quadratischen Teil seiner Tensoralgebra abbildet:
Aly : VoUVYV.
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3.6 Die Realititsstruktur der g-Lie-Algebra

Die Involution auf den Generatoren der deformierten Lie-Algebra folgt aus den Unita-
ritatsrelationen der Strukturen: Fir £4 und £_ sind sie vom Typ (a) und fir £, vom

Typ (b).

- -1 AL+ Y
(Lo = (L) (s z)z(o ;)
(3.24)
k. AK? DY ¢
t o= -1, JR— = —
(L)t = (L)' (—q,\Kl - ) _ (-qw " )
1. €.
TF = q:Fz TF
(L = = 7
’Z:— = ﬂk/ oder 76 = _(TS)—%; Sl
It = IL- §1 = _q2(T3)-;- T2 (3.25)
K' = K A = (%) %o
o? = ()7

Somit erkennen wir wiederum eine einfache Struktur fiir die vorgeschlagene Wahl der
Generatoren: Die Konjugation ist eine Involution auf dem linearen Raum der Genera-
toren. Aufgrund der Konstruktion ist sichergestellt, daBf die Konjugation kompatibel
mit den Relationen (3.13), (3.15) und (3.17) ist.

Die Bedingungen Z C V®V, A(V) C V@V und V = V zeichnen die hier gewahlte

Basis gegeniiber anderen aus.

3.7 Die Dualitit von ¢-Lie-Algebra und Quantengruppe; die
g-adjungierte Darstellung

Die Quantisierung von Lie-Algebren ergab sich zuerst im Umfeld der Diskussion integ-
rabler Modelle und der quasi inversen Streumethode (Arbeiten von Kulish, Reshetikhin,
Skylanin). Danach tauchten unabhéngig voneinander Deformationen von Matrixgrup-
pen auf (Arbeiten von Faddeev, Takhtajan, Woronowicz). Vgl. dazu die Diskussionen
in [12, 38, 20]. Im Leningrader Zugang mit R-Matrizen ist die enge Verbindung dieser
beiden Strukturen offenkundig: Die Quantisierung von Lie-Algebren und Lie-Gruppen
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sind dual zueinander im folgenden Sinne [38, 20]:

() 5 Ge®Uyfgy) — C
. (3.26)

Rt = R, R~ = PR'P. In unserem Falle ist T die Quantenmatrix der Lorentz-
Gruppe, d. h. der Vektordarstellung der SL,(2, C), und L* zu bestinumende Matrizen,
die die Generatoren der quantisierten Lie-Algebra enthalten. Die R-Matrix der Lorentz-
Gruppe R ergibt sich, wie in Abschnitt 2.2 bereits ausgefiihrt, aus der R-Matrix von
SL,(2) [5, 45]: Rizas = RoaRizRaaRi). ? Die Dualitétsbeziehung (3.26) liefert eine
Darstellung der quantisierten Lorentz-Algebra als Untermatrizen der R-Matrix der
Lorentz-Gruppe. Diese Darstellung wird oft ‘fundamentale’ oder ‘adjungierte’ Darstel-
lung der ¢-deformierten Lie-Algebra genannt, da man die R-Matrix als eine Matrix von
Strukturkonstanten der deformierten Lie-Algebra verstehen kann; im Grenzfall ¢ — 1
lassen sich diese aus der R-Matrix rekonstruieren.

Beziiglich der Quantengruppe SL,(2, C) transformiert ein Vektor X' mit M x M
((Ax B)Y,, = A", B’)). Als eine Folge findet man die Zerlegung der L*-Matrizen [45]:

L:;l = £+ X Cb s ['2—1 = ﬁ{, xL_ . (327)

Die Relationen (3.8), (3.11), und (3.12) bilden zusammengenommen die entsprechende
Relation (3.8) fiir R und L*. Auswertung der Dualitit mit der expliziten Form der R-
Matrix der Lorentz-Gruppe ergibt 16 nichtverschwindende Elemente von £+ und £~.
Wie im Anhang 3.9 gezeigt, ist es moglich, die entsprechenden Faktoren zu bestimmen,
und man findet damit die ‘g-adjungierte’ Darstellung der quantisierten Lorentz-Gruppe,

?Ausgehend von einer anderen R-Matrix wird die hier skizzierte Methode, die quantisierte Lie-
Algebra abzuleiten, in [11] angewendet. Dies fiihrt allerdings zu einer komplizierten Struktur mit
Potenzreihen in den Generatoren. Der Zusammenhang mit den hier diskutierten Algebren ist nicht
offensichtlich.



i. e. der Vektordarstellung der SL,(2,C):

) 1 ¢t \
1 ; 1
L+ et L_ e _
q-—l . q 1
1 ¢! /
q . g \
1 . . 1
{ = 1 =
1 . 1
g~ q
1 (3.28)
y q“
1 ‘ . 2
K = 1 L 1 .
gt
1 . .. 1
k = q-l Z ol q )
q _/\2 q—l
1 . 1

Dies zeigt insbesondere, daff die Algebra (L*, L™, 4,47, K, K2 k, k) vom R-Matrix-
Standpunkt aus die kanonische Wahl darstellt. Inshesondere ist diese Darstellung treu
und kann als ein Ausgangspunkt fiir die Definition dieser quantisierten Lie-Algebra
U,(sl(2,C)) benutzt werden, so wie dies fiir die {iblichen nicht-komplexen Quanten-
gruppen gemacht wird [38]. Auch zeigt diese Analyse, dafl die in der Literatur ange-
gebenen Deformationen [5, 35, 50] von Gruppe und Algebra der Lorentz-Symmetrie
die zueinandergehorigen sind, d.h. daf sie im oben angegebenen Sinne dual sind. Zur
Frage der allgemeinen Darstellungen der ¢-deformierten Lorentz-Gruppe und -Algebra
wird auf die Literatur verwiesen [37, 55, 34].

3.8 Eine Darstellung der Lorentz-Algebra im Spinorraum

Felder, die Spin tragen, werden fiblicherweise als mehrkomponentige Spinoren beschrie-
ben. Durch die oben angegebene Vektordarstellung kann nur ganzzahliger Spin reali-
siert werden. Die Wirkung von Lorentz-Transformationen auf dem Spinorraum kann
aus den beiden zweidimensionalen Darstellungen (},0) und (0, ;) konstruiert werden.
Die Dirac-Darstellung ist die Summe dieser beiden. Sie kann im quadratischen Teil der
assoziierten Cifford-Algebra der quantisierten Lorentz-Gruppe gefunden werden [48].
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Mit w = q + ¢~ ! ergibt sich mit der in Abschnitt 2.5 geschilderten Struktur

1
1 q . . .
Iy_ trg . no_ . J. 1,9 1J 14
o=yl =y 4+ =" _pa 1| B
-1

Hierbei ist V der in (2.83) eingefiithrte Vertauschungsoperator zu R mit der Eigenschaft,
daB die 0!’ g-antisymmetrisch sind, i. e. Vo = —0.

In Vorgriff auf die Diskussion in Abschnitt 4.3 sei bemerkt, dafl man die ¢-deformier-

ten y-Matrizen am einfachsten durch ihre Identifikation mit den iblichen 4-Matrizen
verstehen kann:

wq .

PP == (i) (3.30)
q2
w /1 1

7¢ = \/3 (-2-(q2'r°+'r3)+§(q2—1)71'r2'r3)

'YD _ \/%%(’70‘"73)-

Dies fithrt zu einer Darstellung der in [27] angegebenen chiralen Generatoren

Mt — q—lo.BD M- — q—lo.AC
M3 = —q oAB + q—lo.CD N3 = q—l(o.AB + O.CD) (331)
Nt — q oAD N- — _q—3 oCB ,

die die chirale ¢-Lorentz-Algebra erfiillen

¢ MPM* —q?M*t*M3® = w Mt
MM — g MM+ = M?
gIMPM™ —¢*M~M?® = —w M-
(3.32)
q—2N3N+ — q2N+N3 = wN~
g NtN- —¢IN-Nt = N3
g* N3N~ —¢2N-N® = —w Nt
-1 NEME g MENT =
1 ¢ M™N 0 (3.33)

g NEMF — ¢! MFN%* = 0
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[M*, N =0  [NEM% =0 @ [M%AN¥=0.

Der Zusammenhang der sieben Generatoren (T, T, 73 71,062 S T?) mit den sechs
chiralen ergibt sich zu

TH = M%*+4q(1 - AM3)(1+ AN3)"IN*
T~ = M~ +q(1 —AM3(1+AN3IN~
™ = (1-AM3)(1+ AN

1 = (1 _ {\Ma)—l/z (3*34)
o2 = (1= AM3)V2[L — gA}(1 + AN?)"LN~M+]

= ¢ }(1- M3 Mt

St = —(1=AM®HY2(1 4+ AN3)"IN- .

I

3
!

Damit kann nun die (,0) & (0, ) Darstellung der von uns betrachteten Generatoren
angegeben werden. Unter Benutzung von (3.31) und einer chiralen Darstellung der

{iblichen y-Matrizen, beispielsweise > 4% = (_1‘1), = (_Gfl), v = (02~52)> 7? =
(33_”3), erhalt man

q '2
7.3 — - q _'2
. q. q.2
. 1
1 . . .
T+ = e = = .
-q
(3.35)
a4 - S o 1
1
q! ¢ -
1 . q 2 N B
o= 1. o = 1
1 1

Mit der Identifikation (3.10) ergibt sich die Spinordarstellung fiir die neuen Generatoren

SDiese Wahl hat ungebriuchliche Vorzeichen der Matrizen 42 und ¥3, um die Darstellung der
Generatoren mit der in [50] konstruierten Wirkung der Generatoren auf Spinoren iibereinstimmen zu
lassen. In Kapitel 4 wird eine gebrauchlichere Wahl getroffen.
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Zu

\ q!
A ==
S oo =1
g - 1 .
- S _ _ .oq .
/! = 1/2 -1 = 1/2
9 A 9 . . q
. .. q) . 1
(3.36)
e .
K! = q—1/2 . . K? = q—1f2 q .
-1 ./
1 -\ q .
.o 1 .
E o= g2 - g o2 = g-1/?
9 R 1 q
q/ 1

Darstellungen fiir beliebigen héheren Spin folgen unter Benutzung der Komultiplikation
und ¢-symmetrisierter Spinoren.

Zum Abschlufl dieses Kapitels diskutieren wir die Realisierung der Konjugation
auf dieser Darstellung. Ein Dirac-Spinor ist vom Typ ¢! = (z,y, —¢"/*7, ¢"'/?F), wobei
z und y die komplexe Quantenebene [50] aufspannen. Mit Hilfe der Spinor-Metrik
kann die Involution wie folgt gegeben werden:

. 0 ¢ 0 1/2
w=sp, s=(2 5) e=(_tw %) 63

Auf der Matrix-Darstellung finden wir somit fiir einen Generator L in der Dirac-
Darstellung .
Lt=(L)}=SLS™". (3.38)

Dieses stimmt mit den (3.25) {iberein.
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3.9 Anhang

Bestimmung der ¢-adjungierten Darstellung

Aus der Dualitit (3.26) ergeben sich mit der B-Matrix die folgenden Darstellungen:

(Lig)%IT) = R¥y,
| | (3.39)
(Li)%T) = ®B7Yey,.

Zum Ablesen der Darstellungsmatrizen geben wir die R-Matrix in der Basis (11,12,13,
.., 44) an:

o q . N
g :
. q —gA .
- g! —q"'A
A q .
q
A -2 ¢t
. . g1
D W) —\? . .oqt
D\ —A2 gt
g\ —g 1A% g . —qr .
. . . . . .o q . —qA
R0 G D L 1 i) U A S S
. AL . .. g .
ke N D N L e B
L q |
(3.40)
Im einzelnen erhalt man:
g1 gt . \
Ll — L? — * q . * L2 — L4 — . QW1 N
-1 +2 LA gt Z2 +4 . . q .
: q \ q/
q (¢ - \
. . . .q
: g’ \ g/
(3.41)
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Lly=—¢ L3, = A |5 0 LB, =qlly, = A

q q
o1 1
L2_1 = _qLiz = = q.z Li:s = _q_lL:}l-l = = 1
(3.42)
.oq 1 . .qg 1 .
2
1
L3 — —A . . . q L4 — —A . . .
-1 N C ) -2 ... q
' (3.43)
LY, = A? ' ' L3, = —-\? q )
. 1
1 . . 1
L, = X L3, = A
+2 g . o +4 ¢!
¢ H(2-q7%) ¢ gt 1
(3.44)
o1
Ly, = A2 ) L3, = =X . gt
g ! . 1

Fir die Quantengruppe SO,(4) ist bekannt, daf sie im iiblichen Sinne isomorph ist
zum Produkt zweier unabhangiger SU,(2). Entsprechend ergibt sich

IT) = 1)),  (L*| = (*|(*], (3.45)
und

(LE|T) = (P[] = R* x RY = R* . (3.46)

Dies legt es nahe, auch bei der Deformation der Lorentz-Gruppe nach einer Pro-
duktstruktur zu suchen [45]. Am einfachsten ist es bei den Generatoren der Diagonalen:
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Man sieht, da8 L', und L3, ebenso wie L2, und L* , die gleiche Eintragsstruktur haben
und sich auf charakteristische Weise unterscheiden, so dafl man findet

gt . . U 1 :
q N R . q . .
9 LA U I IR S .=AT gt (3.47)
q .. . q . |
und
q . . . q . . I . ..
q . . O . .q . .
TR Bl T N IS U (3.48)
Q_l q—-l 1
oder N 5
L',)=¢'%k und LP,=(k (3.49)

etc. Entsprechend der Struktur (3.27) kann man aus den bekannten Faktoren andere
berechnen und kommt so zur vollstindigen Liste der acht Generatoren (3.28).

51



Kapitel 4

Die g-deformierte Dirac-Gleichung

Die q-deformierten Dirac-Matrizen werden aus den Figenschaften des Dirac-
Operators hergeleitet. In der chiralen Basis nimmt der Dirac-Operator eine ein-
fache Gestalt an, die zu Losungen im Ruhesystem fihren. Die allgemeine Losung
ergibt sich durch Lorentz- Transformation. Unter Hinzunahme der Darstellungs-
theorie der Quanten-Poincaré-Algebra ohne Spin ist eine Beschretbung freier
Spin-1/2-Teilchen in quantisierter Raum-Zeit méglich.

4.1 Die Problemstellung

Nachdem wir mégliche Quantisierungen der Raum-Zeit-Struktur diskutiert haben, soll
in diesem Abschnitt gezeigt werden, dafl dieser mathematische Rahmen auf natiirliche
Art und Weise die Beschreibung physikalischer Systeme erlaubt. Als Beispiel dient
uns die Diracsche Beschreibung von Elektronen. Wir fiihren dieses Programm fiir die
bekannte Deformation des Falls (II) durch und beschranken uns auf freie Teilchen.

Die zwei wesentlichen Grundprinzipien jedes quantenmechanischen Systems sind
nach Wigner ihre Beschreibbarkeit auf einer linearen Mannigfaltigkeit und die Exi-
stenz eines unitiren Skalarprodukts!. Diese Grundprinzipien wollen wir auch fiir die ¢-
deformierte Theorie iibernehmen. Die ¢-deformierte Energie-Impulsbeziehung p? = m?
fithrt zur entsprechenden Klein-Gordon-Gleichung, da das Impulsquadrat eine zentrale
Grofe in der nichtkommutativen Algebra ist. Um eine ¢-Dirac-Gleichung zu finden,
fragen wir in Anlehnung an Diracs Ausgangspunkt nach der Moglichkeit einer im Im-
puls linearen Wellengleichung mit Hilfe geeigneter y-Matrizen, die die ¢g-Klein-Gordon-
Gleichung impliziert [9] (vgl. auch [10, 60, 2, 26]).

Wigner [59] schreibt in der Einleitung seiner berithmten Arbeit von 1937: “It is perhaps the most
fundamental principle of Quantuimn Mechanics that the system of states forms a linear manifold, in
which a unitary scalar product is defined...”.
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4.2 Die ¢-Dirac-Algebra

Wir verwenden die Vertauschungsrelationen fiir Vierervektoren des Falls (II) aus Ka-
pitel 2 (2.40) fiir die Tmpulskomponenten p!(= ¢4?). In der Konvention von [35, 5, 50]
(mit ¢ <> 1/q im Vergleich zu Kapitel 2) ist die Koordinatenalgebra des Impulses:

p p = po“‘ — ¢ tX ppP + g (pP)? pip® = pYp? + ¢) pApP
pp = ¢~ pPpt pPpt = pCpB g ') pPpP
pPpP = ¢* pPpP ppP? = pPp°
(4.1)
Die Metrik ist in diesem Fall
0 g 0 0
-1 0 0 0
gI=1 9 o o0 1 (4.2)
0 0 1 —qr/,

Damit ergibt sich das Impulsquadrat, i. e. der Klein-Gordon-Operator im Impulsraum,
zu

w
p* = gup'p’ = ;Z-(p""p - ¢*p?p®) . (4.3)

Entsprechend den Grundprinzipien der Quantenmechanik fordern wir eine lineare Kon-
jugationsstruktur auf den Ableitungen und nehmen eine kompliziertere und u. U. nicht-
lineare fiir die Ortskoordinaten des Minkowski-Raumes in Kauf: [58]

pA = pP Pa = ¢ pB
p?P = p? Le. PB = ¢ ’pa (4.4)
p° = p° pc = pc ‘
pP = p° Pp = pp-

Die Algebra der g-deformierten Dirac-Matrizen folgt aus der Definition des ¢-Dirac-
Operators

7 = v'pi = g917'p’ (4.5)

und der Forderung, dafl sich dieser Operator zum Impulsquadrat iteriert:

g-d=p. A (4.6)

Die g-deformierten Dirac-Matrizen betrachten wir zunichst als Zahlenmatrizen, die Li-
nearkombinationen von Zustdnden vermitteln. Unter Benutzung von (4.1) zum Ordnen
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in beziiglich der Impuls-Algebra linear unabhingige Kombinationen erhilt man

2
—g*yApP — 7Ppt + 9P + 9P (p° — gApP)]

7=

—

S — — p—
NS

(4.7)

S
Z

Oyt + gAyPy4)

C
D 4 yPHC — ghyBy4y .

A+

e~ T T~ ~ T~ T~

Hieraus kann man mit Hilfe von (4.3) und (4.6) die Vertauschungsrelationen fiir die
g-deformierten y-Matrizen ablesen:

P+ B = —w/g

4P 4 APyt = g

B + ADPyB = g 18)
¢ 4+ %t = —gyPyt '
P+ 9P = @My

P+ AP = P

(PP =0 (1) = - Pyt

Dies sind die gleichen Relationen wie die in (2.95) mit einer R-Matrix abgeleiteten.
Kontraktion mit der Metrik liefert nur in einem Fall eine zur Einheitsmatrix propor-
tionale Grofle:

gy =Wl (4.9)

Damit ist die in Kapitel 2 angegebene umgekehrte Summationsreihenfolge fiir die -
Matrizen eine Folge der Forderung an den ¢-Dirac-Operator, sich zum Impulsquadrat
zu iterieren; das entspricht gerade dem Zusammenhang von Dirac- und Klein-Gordon-
Gleichung. Die ¢-deformierte Clifford-Algebra ist interessanterweise weiterhin rein qua-
dratisch und hat 16 Basiselemente. Daraus folgt, dal man sie wie im undeformierten
Fall mit vierdimensionalen Matrizen identifizieren kann: Verwenden wir die bekannten
undeformierten y-Matrizen

() =1, (") =-1,

Yy 4+ Yy =0 (i#7).

(4.10)
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so kann man die g-deformierte Dirac- Algebra fiir Quantengruppen durch die folgenden
vier Kombinationen, die von einem Parameter g abhangen, einfiihren:

=2
Il
]
l

v = \/(;z% (+ +i7) (4.11)

w /1 i
¢ = \/g (§(q2 Y+ + 5(((2 ~ 1)71'72'73>

P \/gé(,},o_,ra)‘

Fiir ¢ = 1 sind dies gerade ‘Lichtkegel-Koordinaten’, fiir ¢ # 1 bekommt y“ einen
zusatzlichen Anteil von dritter Ordnung aus der Clifford-Algebra. Es ergeben sich die
Relationen (4.8). Dies ist die entsprechende Clifford-Algebra zur g-Deformation des
Minkowski-Raumes [4, 50, 28]. Aufgrund der Identifikation der deformierten mit der
undeformierten Algebra ist die g-Deformation eine Art von Basiswechsel in der Clifford-
Algebra; die Graduierung der Algebren hingegen ist unterschiedlich, und damit ist die
Deformation nichttrivial. Benutzt man diese Identifikation als Einfithrung der Dirac-
Quantenebene, so ist klar, da§ die Relationen (4.8) eine konsistente Relationenmenge
darstellen.

4.3 Konjugation und Dirac-Operator

Mit den Beziehungen 4°" = 4°, 7 = —~* kann die hermitische Adjungierte der

44 ...4P berechnet werden. Sie sind jedoch nicht mehr als lineare Kombinationen der

4% ...4P darstellbar. Es gibt ein Element 7 in der Clifford-Algebra, das inshesonde-
re das weiter unten eingefithrte Skalarprodukt charakterisiert, so daf§ die folgenden

linearen Konjugationsregeln gelten:

()" = a2y )T = gyt (4.12)
() = v (") = m”.

Mit der Identifikation (4.13) 148t sich y mit dem undeformierten 4° identifizieren, das
jedoch in der neuen Clifford-Algebra ein recht kompliziertes Element ist:

A A
n=9"=9"+(1-g )y’ + = yAyByC — 7= 0 o ol (4.13)
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Die Dirac-Gleichung nimmt die {ibliche Form in der Impulsdarstellung an:

(f —m)yp=0. (4.14)

Das Skalarprodukt auf dem Raum der ¢-deformierten Dirac-Spinoren wird durch 75
gegeben, so dafl die ¢-Dirac-Matrizen beziiglich dieser quadratischen Form hermitisch
sind:

($,9) := ¢Tmp . (4.15)
Hermitizitit beziiglich dieses Skalarprodukts bedeutet fiir einen Operator H gerade

(H$,p) = (b, HY) ie. H* =nqHy. (4.16)

Insbesondere ist der g-Dirac-Operator hermitisch beziiglich dieses Skalarprodukts?:

i)t = (y")er
1 1
=4 17? ¢*pe + ¢ 9v*? apat 17°dc + 17 po

-y (4.17)

Fiir den Dirac adjungierten Spinor ¥ = (gt = Ty gilt
0=y —m)p)t = —m) . (4.18)

Aus (4.18) folgt durch Iteration die Energie-Impuls-Beziehung p* = m?, auf den Dirac-
Spinoren ergibt sich mit p? = —0 die ¢-Klein-Gordon-Gleichung:

Oy = myp . (4.19)

Mit (4.4) ist es leicht zu zeigen, dal der Klein-Gordon-Operator reell ist.
Die g-deformierten Dirac-Matrizen haben in der chiralen Darstellung die Form

(vgl. Anhang 4.9)
A= ( 9 "I) (4.20)
&I/q y

wobei {0’} und {77} zwei Sitze g-deformierter Pauli-Matrizen sind. Der Dirac-Operator

2Es ist angemerkt, daB bei der Definition der ¢-deformed y-Matrizen eine Skalierungsfreiheit v4 —
ay? bei v — a~ 148 fixiert wurden.
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hat damit die explizite Form

p°  qp?

” B ,2,D
7= \E P —gph i ] (4.21)
—qp® p“—qip”

Die Relation g - j = p? verifiziert sich offensichtlich mit (4.2) und (4.3).

4.4 Kovarianz der g-Dirac-Gleichung

Beginnt man mit dem ¢-deformierten Minkowski-Raum und formuliert wie in den letz-
ten Abschnitten die dazugehérige Dirac-Gleichung, so kann man aus den Transforma-
tionseigenschaften des Dirac-Spinors die Spinor-Darstellung der Lorentz-Gruppe ge-
winnen [48]. In dieser Arbeit sind wir jedoch bereits von der Spinor-Formulierung zur
Konstruktion der quantisierten Lorentz-Gruppe ausgegangen, und so ist es einfach zu
zeigen, dal} die ¢-Dirac-Gleichung invariant unter ¢-Lorentz-Transformationen ist. Die
Matrizen o sind gerade diejenigen, die den Minkowski-Vierervektor in die hermitischen
2 x 2-Matrizen abbilden wie in (2.21) definiert, P = ¢’p; mit der Transformationseigen-
schaft P — MPM™ unter Lorentz-Transformationen. Fiir die o!-Matrizen bedeutet
dies gerade die Eigenschaft

Aol = Mo'MT . (4.22)
Die &! entsprechen der konjugierten iniquivalenten Darstellung M* der SL,(2,C).
Wegen M* = eMe™! entstehen die & aus den o durch Konjugation und Multiplika-
tion mit der Spinor-Metrik e¢. Unter der Transformation P — MPMt vertauscht die
Konjugation die Quantenmatrizen M und M *, deshalb muB durch Anwendung der
Vertauschungsrelationen eine R-Matrix auftreten, um die Relation in Matrixmultipli-
kation schreiben zu kénnen. Man findet

5'I = (]2 try (RIQ(GO'I(*-);) (423)

ie.
5‘ch = ﬁca&b (60'I€+)iba . (424:)

Unter Benutzung der Identitét fiir die R-Matrix (3.6)
R=qltepc? (4.25)
ergibt sich die einfache Beziehung
¢ '5! = —q o + Tryo! (4.26)
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mit, der ¢-Spur
Tr,A=tr[(7,,)A] . (4.27)

Insbesondere im g — 1 Limes vermittelt diese Formel den Ubergang {1,0*} — {1, —0'}.
Unter der Deformation ist Tr, P proportional zur Energie /q/w(p® + p?). Die GréBe

~

P = #'p; transformiert dann zu M*PM~1:

ALE = AG

AI pea (60’16+) th

Ree, (EMJIM“L@“)“’

Reoy (eMe™ eolet et~ M*et)tt,
Rca (M 10 =1 M*t)tba

M M

I

I

(4.28)

Hierbei wurden die Eigenschaft eMe™! = M~* und die Vertauschungsrelationen (2.58)
fiir den Fall s = ¢ und damit S = R, also RM;M; = Mi MR, benutzt. Der ¢-Dirac-
Spinor v ist darstellungstheoretisch die Summe der beiden indquivalenten zweidimen-
sionalen Darstellungen der SL,(2,C):

(=" W) -

und der g-Dirac-Operator y transformiert entsprechend

(557" = (M) G ") ()= (507 ) - 6

was die obigen Relationen zusammenfafit.

4.5 Loésungen im Ruhesystem

Die Impuls-Algebra (4.1) 148t sich auf das Ruhesystem mit den Forderungen

pP=p"=0, p°=\lg/wqE, p”=+/g/wE/q (4.31)

einschrinken. Die Energie ist die Kombination E = (/¢/w (p® + p”). Der Dirac-
Operator hat dann die Form

zf=E’r§=[E/q1 quJ . (4.32)
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Die Dirac-Gleichung entspricht einem gekoppelten Gleichungssystem, das sich fir die
Unterspinoren zur Energie-Masse-Relation iteriert:

m?¢

1R ¢ = 3 E?
7 ¢ X } ¢ m?y . (4.33)

gEx = m¢ E?x

Il

Es folgt, daB die Zustande die Energie £ = +m haben, die jeweils zweifach entartet
sind. Als Lésungen wahlen wir

{q (0
1 1
Pi(0) = 5 (1) P1(0) = T g
\ 0 \ 1
(4.34)

/ q {0

_ L fo - Ll
PL(0) = 73z | -1 Yi(0) = 757 | 0
\ 0 \ —1

Beziiglich des Skalarprodukts (4.15) sind diese Zustdnde auf das Energievorzeichen
normiert:

(92, 92) = () nys = € b 6. (4.35)
Diese Normierung ist kovariant: Mit den Transformationen ¢ — M¢ und y — M*y

ergibt sich :

(#,9) =x*é + ' X — X MM+ $* M M*T = (,9) . (4.36)

4.6 Allgemeine Lésungen

Die allgemeine Lésung der freien ¢-deformierten Dirac-Gleichung 148t sich auf zwei
verschiedene Arten gewinnen: Zum einen kann man die Identitat

#—m)g+m)=0 (4.37)
verwenden. Sie sagt aus, daf die Projektionen
M = —— (f £ m) (4.38)
*7 om mn ’
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auf die positiven und negativen Energiezustinde orthogonal sind. Daraus folgt, daf

Yi(p) = (f +m) 45 (4.39)

mit ¢} dergestalt, daB
$3.(0) =m(yy +1) 63 (4.40)

wobei 7 = \/J(; (7¢ + 4P) die Dirac-Gleichung fiir Zustinde positiver Energie
( — m)¥ =0 erfillt und entsprechend fiir Zustdnde negativer Energie. Bei diesem
Zugang treten dann allerdings Probleme bei der Normierung der Zustinde auf; sie
lassen sich z.B. auf p® normieren, doch ist die Wurzel des Operators in der Koordinaten-
Algebra der Impulse nicht notwendigerweise konsistent einzufithren, so dafl man die
Zustande auf die Identitit normieren kdnnte.

Eine andere Moglichkeit ist es, mit der Matrix-Identifikation (2.21) zu arbeiten
und die allgemeinen Zustidnde durch Lorentz-Transformation aus denen des Ruhesy-

stems zu gewinnen. Dem Vierervektor im Ruhesystem (m,0,0,0) entspricht in der
Koordinatenwahl p# ... p" der Vektor

0
0
po =1/w/q gm | (4.41)
m/q
Als entsprechende Matrix ergibt sich
—gl g, =™ =
Pho=c pgg—( m)-ml. (4.42)

Der Lorentz-Transformation py — p = Apy entspricht

- + + a@ + bb a5+b§>_(pc/q PA)
Po—-P=MPM " =m MM™ =m (c&'-l—db c+di) =\ pt P . (4.43)

Die Ruhesystemszustdnde transformieren in Zustinde mit den nichtkommutativen Im-

pulskoordinaten (p#,p?, p©, pP):

. q qd
0 1
0 Fqb
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0 gb

1
BO=—=| 0| — o= | b (4.44)
+1 +a

Wie bereits dargestellt, bleibt die Normierung der Zustdnde unter Transformationen
(4.39) invariant.

4.7 Bilineare Kovarianten

Eine bilineare Invariante aus ¢-Dirac-Spinoren haben wir bereits ermittelt, die Norm.
Schreiben wir im folgenden (g, ), = (u[¥), so gilt

{thelthe) = € . (4.45)

Die GroBe
(Plnld) = sté+ xTx (4.46)

ist genau dann invariant unter Transformationen, wenn M = M* gilt, d.h. fiir die
SU,(2) Untergruppe der SL,(2,C). Diese Groe ist also g-rotations-invariant. Insbe-
sondere ist sie im Gegensatz zu (|y)) positiv und erfiillt damit alle Bedingungen,
um als Wahrscheinlichkeitsdichte interpretiert zu werden. Fiir einen ¢-Dirac-Spinor im
Ruhesystem gilt

{2(0)Inlh2(0)) = w/2, (4.47)

und nach einer Lorentz-Transformation ergibt sich mit (4.40)

(2p)nlpi(p)) = 1/(2q) ($*M* Mg+ x* M~ M*x
= 1/(2¢) (GE +bb+ ¢* (e + dg))

_ 1 ¢,  p

T 2m (" +27) , (4°48)
_ v E

- 29 m

Mit dem q—deformierten ¢-Tensor aus den Projektoren der R-Matrix (2.83) e ~ Py — P_
und der Definition 4° = esgr, v'9/7% 4% - const, berechnet sich [47]

29 2q 2
== VAT T - P (4.49)

61




mit den folgenden einfachen Relationen

Yr+atgrt = 0 %+t =0

PR+ = 0 AP+’ =0. (4.50)

Das Quadrat ist (75)? = 1—Awg~? v%4#, und damit gibt es auch ein Inverses dieses Ele-
ments (77) ™" # 7;. Man findet jedoch als Linearkombination qw™ 742 +¢~'w™ (7)) ™" =
7% = i7%9'4%43, den Pseudoskalar der undeformierten Clifford-Algebra. Aus der Iden-
tifikation (4.12) ist dariiberhinaus zu sehen, daff weiterhin die {ibliche 4°*-Matrix der
Pseudoskalar ist. Als Folge ist mit der Norm als skalare Gréfle

(PIr°lp) = o*x —xT¢ (4.51)

eine pseudoskalare bilineare Invariante unter ¢-Lorentz-Transformationen. Die Einfih-
rung der g-deformierten y-Matrizen als Quantenebene in Abschnitt 2.5 zeigte, daB sich
die 4! als ¢-Vektor transformieren. Die chiralen Generatoren der quantisierten Lie-
Algebra aus Abschnitt 3.8 transforinieren sich wie Tensoren zweiter Stufe. So erhalten
wir

(¥l g-Vektor,
) ¢-Pseudo-Vektor, (4.52)
($lyv'y? ) g-Tensor.

Damit ergeben sich alle quantisierten Analoge zu den {iblichen 16 bilinearen Kovarian-
ten des Dirac-Spinors [18].

4.8 Charakterisierung der Einteilchen-Zustande

Wir wollen nun zeigen, da8 sich die konstruierten ¢-Spin-1/2-Zustinde ¢ im Spin-
Raum mit entsprechenden Operatoren durch die Quantenzahlen Energievorzeichen € =
+1 und relative Spinausrichtung s = eo = %1 charakterisieren lassen. In einem zweiten
Schritt fiigen wir die Bahn-Quantenzahlen hinzu.

Im Ruhesystem hat der Energievorzeichen-Operator £ die Form

_ q1] _ 1 (o, .py_ .0

Die Zustinde (4.32) sind Eigenzustinde zu £:

ElY) = € |4) E=em. (4.54)
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Fiir ein allgemeines Bezugssystem haben der Energievorzeichen-Operator und die da-
zugehorigen Projektoren die Form

g=Ly HH%?%-(yim). (4.55)

m

Der Spin-Operator im Ruhesystem ist

¥ =1, = \/% (7" =57*) (1 +7) (4.56)

mit

L) =0 ) (4.57)

fiir die Eigenzustande (4.32) im Ruhesystem. (Wie iiblich werden die Eigenwerte des
Spin-Operators fiir negative Energie vertauscht [18].) Die Projektoren auf die Spin-
Zusténde sind Ty = (1 £ X). Die Operatoren fiir Energievorzeichen und Spinaus-
richtung kommutieren im Ruhesystem und aufgrund der Transformationseigenschaften
dann auch in jedem Bezugssystem

[Z,€]=0. (4.58)

Ein weiterer wichtiger Operator, der nicht mit diesen beiden vertauscht, ist der Heli-
zitats-Operator

7 = [1 _1] : (4.59)

Zur Beschreibung eines quantenmechanischen Zustands benotigt man die Quantenzah-
len der maximalen Anzahl kommutierender Operatoren. Fiir die inneren Freiheitsgrade
haben wir diese gerade angegeben. Im undeformierten Fall kann man zur vollstandigen
Beschreibung eines Zustandes, z. B. fiir ein Elektron oder Positron, neben Energievor-
zeichen und Spinausrichtung die Quantenzahlen des Viererimpulses nehmen. Fiir den
Fall der quantisierten Raum-Zeit-Mannigfaltigkeit ist der maximale Satz observabler
Impulskomponenten z.B. {p%,p®, p”}. Aus der Diskussion der ¢-deformierten Poincaré-
Lie-Algebra [33] folgt, dal man eine Komponente des Drehimpulses Lz hinzunehmen
mufl und so zu einem vollstindigen Satz von kinematischen Quantenzahlen kommt.
Ein beliebiger Zustand eines freien Spin-1/2-Teilchens in quantisierter Raum-Zeit ist
also gegeben durch

b= m,p%, 0P, Ly, s) - (4.60)
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Da die nichtdiagonalen Operatoren p#,p®, Ly ... mit ¢-Faktoren mit den diagonalen
vertauschen, wirken sie wie Auf- und Absteige-Operatoren (wie beim quantenmechani-
schen Drehimpuls) und fiihren zu diskreten Spektren der Observablen, die im wesent-
lichen proportional zu Potenzen von ¢ sind.

Somit haben wir in Erweiterung der Darstellungstheorie von [33] ¢-deformierte
Einteilchenzustande mit Spin angegeben.

4.9 Anhang

Matrix-Darstellung

Die g-deformierten vy-Matrizen sind durch die Identifikation (2) zu berechnen. Mit den
Pauli-Matrizen 7! = ((1) (1)) , T = (?-oi) , T = (é_(;) ergibt sich die chirale Dar-
stellung zu

A 1) i_(ﬂ T‘)
i —(1 0 T = _,’..z' 0 H (461)

und die g-deformierten y-Matrizen sind

(4.62)
. 2
C _ (:)_ [ P q D _ g
7= | T T
Zwei Familien deformierter Pauli-Matrizen werden durch

v = \/%( 514 g0 ) (4.63)

eingefiihrt. In dieser Darstellung ist die 7*-Matrix diagonal

2= ( v ) , (4.64)
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Abstract. The structure of the deformation U,(si(2, )} is discussed. The comultiplication, all commutation
relations, and a conjugation follow in a clear way form the simple SL {2} structure. ‘Fundamental’ and
spin representation are given.

Mathematics Subject Classifications (1991).

0. A g-deformed Lorentz algebra was derived in [1,2] by a calculative approach
{checking of all consistency requirements) giving a list of relations. We would like to
exhibit the structure of this noncommutative quantum algebra U,sl(2,C)) as a
guadratic algebra. All commutation relations and the comultiplication can be
identified with the quantum group structure of SL,(2). A natural involution is
induced also in terms of linear relations. Representations of this algebra into
M(4 x 4,C) related to the defining R-matrix and the spin matrices associated to the
g-deformed y-matrices are obtained. The first one is a faithful representation and can
serve as definition of U,(sl(2, C)).

1. Let M be a SL(2) quantum matrix [3],qeR, Al=¢q—q~"'

mi m} 12 1,2
M = 2 2 b deth =min; —gmi;my = 1, (1)
msy m3

with the commutation relations

11 11 1.3 _ 2.1
mimi; = gmamy, mymi = gmimy,

2,2 __ 2.2 1,2 2 1
mym3 = gmimy, mazm3 = gmzmz, 2
mim?=mimi, mimi=mim!+ imim?

Then the comultiplication is generated by matrix multiplication

AM)=M®OM. 3)
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There are two ways to give the quantum deformation of SU(2):

(a) as one unitary quantum matrix of type (1) generated by
RMM = MMR R=|" ' @)

and the unitarity condition M* M =1, ie.
mi=m} and m}=—gm};

or (b) as a pair of upper and lower triangular unimodular quantum matrices %, and
&._ with relations

R\g-,\- $+ = .g?.*. .g-{.R\,
RY. ¥ =% %R, (5)

R & =% 4R,
and unitarity condition (&,)* = (£.)" %

These are known as dual descriptions [3,4]. It will turn out that this is not
necessarily the duality between quantum group and its enveloping algebra
G, « U,(g) as also the latter can take the form (a) and vice versa (cf. the Iwasawa
decomposition for SL,(2, C) [, 6]).

2. The seven generators of the g-Lorentz group [1] can be put into three matrices
of type (1) and can be identified with a more suitable set of generators
(L L7 LKL KA kG K) [3,7]

. = 1=t 0 _ (,53)—-1/4 0
+ = ALY 1 = qATi-(TS)—l/A (,{3)1,’4 »
I —giL"\  (@)* - 1qT ()
ol ENT

_ k . q;.Kl ‘rl(’t3)1/4 zsi(ts)-—lld
Ly = IK? 4 = ATHr3)U4 g3~ 14 f°

The new choice of generators exhibits a purely quadratic algebra for the guantum
Lorentz group. As usual, the analogues of the Cartan subalgebra generators are
accompanied by some kind of inverses /~* and k. Since, in the deformed case, the
generators of the transformation correspond to finite shifts rather than infinitesimal
omnes (giving rise to discrete spectra), they can be identified with entries in the
quantum matrices corresponding to the deformed Lie group.
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The commutation relations of the g-Lorentz algebra are given by the R-matrix
Equations (5) for the rotation subalgebra and the following relations

R%, %, = 4, %R, D
RS, &, = %, %.R,
R#,%. = % %R ®

While the deformation of the rotation subalgebra is of type (b}, the boost contain-
ing subalgebra takes the form (a); the remaining relations are given similarly

(8).

3. We list now the explicit relations and compare them with those of [1]. We can
read off for the rotation subalgebra from (6} using (2)

L*l = gIL*,
L7l=gq"'IL", ]
[L*, L] =g~ }("* = 1?).
This equates also to
3T = g 4T 13,
T = g*T 13, (10)
TY*T™ =qg*T"T* + gAi {1 - 13),
as proposed. The relations among rotations and boosts are
kLY =q 'L*k+ g 'Al"'K?* kL™ =q 'L k+q K",
RL* =gqL*%k — iK%, kL™ =qL % — K'Y,
ki=1Ik  k=Ik,

KL* = L*K' — g7 '"A~ Y7 'k — k), K'L™ =LK', ()
K2L* = L*K? KL =L K*+4q ' Ykl = Ik),
K= q K2, K2l = gIK ?,
matching
Tt = THe! + AT T =g 2T7¢' - 1§},
62T+ = T*g? — g%Ar°T?, 62T = g*T 62 + ¢*IS",
113 = ¢3¢}, 6213 = 1362,
(12)

81T+=q—2T+Si_q-.’li—l(tatl_62) SlT*zT-Si’
T2T+ =qu+T2! TZT— — T-Tz +3‘—1(.z! - 0.2)’

Sl‘fa o q-41351’ T2T3 - q413T2'
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And for the boost containing subalgebra, we find
kK* = gK'k, kK?*=gK?k,
kK'=q'K'%k, kK?*=q ‘K%, (13)
K'K?=K?*K*  kk="%kk— qi*K'K?
which corresponds to
1§t = Sitl,  'T?2=4%T%),
628" = 8%?  a?T?=gq 2T?%? (14)
S'T? =TS, tle?=0a%! +¢qA>8'T2

The requirement of unimodularity of %, reduces the number of independent
generators of Lorentz group to six as discussed in [7], ie.

1 = det, &, = kk + /2K 'K?
= 1lg? - q2A28'T2, (15)
This relation can be used to eliminate % in the same manner as the relation {1 7! = 1

to eliminate [ ~}. For the structure and computations, it is of advantage to use the
quadratic algebra (L*, L1, 17}, K, K2, k%) rather than (T* T, 1%, 1%, ¢% 8%, T?).

4. The comultiplications is generated by matrix multiplication (3). For the rotation
part, one gets

Al) =1®1,
ALY Y=L* @171 +1QL", (16)
AL )=L"®14+1"'®L",

AT} =12 ® 13,
AT Y=T*®1+ ()2 T, (17
ATH)=T @1+ (1H"?*Q T,
and for the boost containing part one finds
Ak) =k ®k — gA’K! ® K2,
AR =%®% — gA2K*® K, (18)
AKY=K'®@%k+ k®K?,
AKY)=K2®k+k®K2
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which corresponds to
A =1 @1 + 12817} ® T,
Mo?) = c? Qo? + 22TH)'2 R S, (19)
ASYH =5'Q o2 + ()2 ® §?,
ATH=T?*®1' + (%) V?6? @ T
In the new generators the comuitiplication takes a simple quadratic form.

5. The involution of the Lorentz algebra simply follows from (crossing) unitarity of
%, and .%. and unitarity of .%,

IRy -t AL
(L)t =(Z)h (0 T)=(0 ,),

20
. _1 E AKD (% iK?
(Z)* = ()" (__q;j(“f T )k k)
ie.
T=1,
k=%,
LY = L,
K'=K?
or
T = q¥2T$,
3 =13,
?i = _(13)-1/231
’ 21
_S_l — _qz(ra)usz, ( )
T 1)

o7 = (x¥)M2,

Thus, we observe again a simple structure for the proposed choice of generators
having linear conjugation relations. By construction, the conjugation is compatible
with the relations (9), (11), (13).

6. The quantization of Lie algebras and Lie groups is related via a pairing duality
3,41
{16, ®Uyg) > C,

(L*|T) =R®, 22
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R* = R,R™ = PR™'P. This gives a representation of the quantum Lorentz algebra
in terms of submatrices of the R-matrix of the Lorentz group R built from the
R-matrix of SL,(2) [8,7): Ryzas = R23R 3R, R{{.* This is sometimes called the
‘fundamental’ or ‘adjoint’ representation for the g-deformed Lie algebra, since one
can understand the R-matrix as a matrix of structure constants of the deformed Lie
algebra. In terms of the group SL,(2,C), a vector X transforms with M x M
((4 x B)i = ALB]). As a consequence we find the decomposition [7]

L;l = .g+ X g},, L;l = ’g)b x ¥_. (23)

Relations (5), (7), and (8) give the according relations (5) for R and L*. From the 18
nonvanishing elements of L™ and L™, one can isolate the factors and finds the
‘g-adjoint’ representation

. 1 g7t
L ! L- :
q-l . ? - q—1 ’
1 g7}
q gt .
I 1 . |
B 1 .7 - 1 ’
q! q
(24)
q!
1"—: ) > 2— [}
K 1 K 1
g
1 1 .
-1
q q
k= , = _
.9 . —A* g
1 1

This shows that the algebra (L*, L™, [, ™%, K%, K2 k, k) is from the R-matrix point
of view [3] the canonical one. Moreover, this representation is faithful and hence,
gives an independent proof that (9), (11), and (13) is the g-deformed Lorentz algebra

*Using a different R-matrix, this method was applied in [9] leading, however, to a complicated structure
with infinite power series in the generators; the relation to the algebras discussed here is not evident.
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associated to the g-deformed Lorentz group of [8, 5, 1]. It could have been used to
introduce U (sl(2, C)).

7. Fields with spin are usually described by multicomponent spinors. The action of
Lorentz transformations on spin space can be constructed out of the representations
(3,0) and (0, 4). The Dirac representation is the sum of these two. This representation
can be found in the quadratic part of the associated Clifford algebra of the quantum
Lorentz group [10], @ = g + ¢ %, g the metric in the basis (4, B, C, D)

q

ot =57V I =y + = g",
| 25)
_ q? . .
9= —gi —1
—1

¥V is an interchanging operator related to R such that the ¢’ are g-antisymmetric
Vo = —o.
There is an identification with the undeformed y-matrices

1 .
P = 5;(?‘ - iy%),

7= g(v‘ + iy?),

(26)
i
Y= + ) + 57 = Dy
P =30~
The chiral generators have the representation
M* ~q kP, M~ ~ g 164
M3~ _qam + q—laCD’ N3 ~ q-l(oAB + GCD), (2-?)

N* ~ go4?, N~ ~ —gq~ 3",
obeying the chiral g-Lorentz algebra introduced in [2]
PM3M* — g 2M*M? = oM*,
g M*M™ —gM~M* = M3,
g MM — M M3 = —oM "™, (28)
g AN3N* — g*N*N3=oN",
GN*N™ — g 'N"N* = N3,
¢*N3N™ — g 2N N3 = —@N",
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g INM* — gM*N* =0,
gN*M7 — g7 IMFNE =, (29)
[M%,N*]=0, [NtM?]=0, [M*N3] =0,
The seven generators (T*, T, 1%, 1!, 62, 8%, T'?) in terms of the chiral ones are
T+ = M* + g(1 — AM3(1 + AN?)"'N*,
T~ = M~ +g(l — AM3)(1 + AN?"IN",
= (1 — AMY(1 + ANY)™, a0
ot = (1 — AM3)712,
o2 = (1 — AM)2[1 — g2%(1 + AN?) “IN"M*,
T? = g7 '(1 — AM?)"12M*,
S'= (1 — AM3Y%(1 4+ AN3)"'N".

Henee, it is easy to give the (3,0) ®(0,4) representation using (27) and a chiral
representation of the usual y-matrices, e.g. take*

-1 o' —o? —g3
L0 ol 2 _ 3 .
R o T I P

q

-2

= 1
g .
q2
. 1
+ 1 -
T - _q__l s T = s
—4q
(31)

Sl= k) Tz"" 1 1

1

*The matrices y*> and y° have a unusual sign to make (31) agree with the action of the generators on
spinors as used in [1].
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Representations or higher spin follow by use of the comultiplication on g-symmet-
rized spinors,
Using the relations {6), the spin representation for the new generators is

q
Lt =g-12 q ‘1 , L~ =g 12 ,
-1
q | B
e D S R
. . q
q !
(32)
Kimg 2 ] K2 g1 q . . . ’
~1
I q
- q - .
k=g=12 1 , qu 1/2
q
q 1

The conjugation on this representation is given as follows. The Dirac spinor is of
type ¥' = (x, y, —q'*j,q~ '/*%), where x and y span a complex quantum plane [1].
Then the involution is given using the spinor metric ¢

0 0 12
y*=Sy, S= (3“1 ;) &= (_q_w "O ) (33)
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For the matrix representation, we thus have for L any generator in the Dirac
representation

LY =(L) =SLS™! (34)

which agrees with the relations (21).
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Maultiparameter R-matrices and their quantum groups
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Received 7 May 1991

Abstract. Multiparameter solutions of the Yang-Baxter eguation associated with the
groups of types A, B, C, D are given as generalizations of the well known one-parameter
solutions. The R-matrix approach to quantum groups used here is related to the algebraic
one of Rheshitikhin.

Much has been said about quantum groups based on the so-called standard solutions
of the (quantum) Yang-Baxter equation (YBE) [1, 2] while on multiparameter quantum
groups only a small number of publications is at hand [3-7]. In this letter it is shown
that there exist natural multiparametric generalizations of the standard solutions.

A simple example [8] will be used to introduce notation and to distinguish different
types of deformation parameters. The main part of this letter presents multiparamet-
ric R-matrix solutions of the YBE associated with the groups of types A, B, C, D,
and shows how they are obtained by explicitly solving the YBE. These results are
then related to the algebraic approach of Reshetikhin [5] by translating it to a ‘Hopf
algebra free’ formulation of the R-matrix approach of Takhtajan and others [2]. We
conclude with some remarks on the prospects of multiparameter quantum groups and
its applications.

As in ordinary group theory there are three structures that are related by a
quantum group: the group itself given as a matrix of non-commuting entrics, a
coordinate space transformed by the group action, and the Lie algebra associated
to the group that is in general also deformed. The commutation relations can be
represented most simply using the R.matrix. Let us consider the two-dimensional
general linear group as an example ( R € C4*4);

notation relations
quantum group T= (z 3) R, WT, =T, T\ R,,
quantum plane z= (;) (R-1)(z@=)=0 ey
quantum Lie algebra T*, H, K R,LY¥LE = L¥LER,,

R12‘{'; Ly =Ly L'{ R,

where B = PR, P is the permutation matrix, the normalization st. R = 1, and
L?* are matrix functionals of the generators 7%, H, K.

0305-4470/91/211249+10803.50 © 1991 IOP Publishing Lid L1249
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It has been shown, that if one starts with choosing a g-plane
Ty =qya 7))

and a deformation of the Lie algebra relations of gl(2) with parameter r

H
[T+, T"] =[H],Err—:—£_—l- [T%,H] =+T* [K,.] =0 3

this corresponds to the following R-matrix:

1 0 0o o
0 1/q 0 o
0 1-1/7% ¢/r? 0} ° )
0 o - 0 1

The matrix functionals are in this case:
It = ( p{}z"-{»K)/z 0 ) I~ = (q—(PI+K)/2 —(1" - 1[?‘) 7"1— )

(r=1/r) T+ CHHOR = 0 pH-K)2

)

where p=r2/q, T+ = (g/r)H12 T+, T- = T-(q/r)H/%

The group deformation then is to be:
] 2

ab=—:}—-ba =%dc bczg;cb

oy ©)
ac=gq ca bd=q db ad —da = be

which is the two-parameter deformation of GL(2). A second quantum plane of
exterior variables £, 1, that can be interpreted as differentials of = and y, is also
determined:

€n=—%n€- M

The determinant can be defined and becomes central for ¢ = r which allows us
to define SL (2). (For details see [8], note the different notations for the second
parameter r, X = r?, 0r p = r2/q.)

The undetlying field for the coeflicients has tacitly been assumed to be C and
‘real” versions of the group can be obtained by giving an appropriate conjugation.
There are, however, two ways to do this:

()
)

Since we require T§ = ¥ F the plane relations give:

8]
it

T

Y (8)
r

w2l
]

8|
i
fi

Y.

zy=qzy— (a) zy=3yz 9
(b) =zy=tyz. @
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For the group parameters conjugation has to be:

(a) T=8STS= (d c) S = (0 1)
ba 10 (10)
) T=T
and hence
pos)
ab = ﬁba — (a) d= T_—_—dc etc ‘
(b) ab= %ba etc
r
yielding for the parameters
(2) ‘Lrek\{o} (12)
(b) g=e" r? = ¢'® 3,0 €R.

i.e. both deformation parameters arc either real or pure phases. These groups may
be denoted as GL.. (2,R) and GLg 4(2,R), respectively.
Unitary groups can be found by requiring

rer w (59)=(d, T o

giving the group U,,.4(2), where ¢ = re'?, and SU,(2), where ¢ = r € R, with two
and one real deformation parameters, respectively. (D = ad— g cb is the determinant
[8].) This can be seen from, for example,

2
ac = gca — bD"'dD™ = gdD 6D = bd =21'% db (= qdb!)

! (14)
= gq=7r°.

Rernark. In this paper we do not consider Hopf-+-algebra quantum groups of an
extended algebra with barred and unbarred generators providing mixed commutation
relations. For distinction we write GL(2) instead of GL{2,C). Such extensions are
in general not difficult to find but not necessarily unique [9].

The procedure followed in the last section generalizes for GL(n) and with some
restrictions also for SL(n), i.e. A,_,. Similarly one can procced for the classical
serics of semi-simple groups B,,, C,, D,, ie. SO(2n + 1), Sp(2n), SO(2n).

A, _,—the groups GL(n) and SL{n). As in the two-dimensional case the Lie
algebra has still one deformation parameter; the quantum space relations, however,
can be chosen to be deformed more generally:

'zl = gi; o'’ i<j (15)
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providing a total of Nm. = n(n —-1)/2 +1 parameters (g;; and r) for the corre-
ponding R-matrix (R = R}, e,* ® ¢;'):

RH — 6;;5’ (6"7 + @)t + el %) + 6§6i ol (1 — _:_2) (16)

95
where ©% equals 1 for i > j and zero otherwise. Note, Ro summation over repeated
indices is involved here. The group relations given by this R-matrix are not difficult
to work out and can be found in [6].

To arrive at the quantized SL(n} from GL,. . (n) it is necessary to make the
determinant D central before it can consistently bc identified with unity. In the GL
case the determinant has the following property [6]:

J H -1 Do ke H'r~k+1( /qk.,,) ;
T D = 2ozl ok DT
* I‘[:s:l1 g H&....-{-l(f' /4:5) E (17)

In order to render the factor picked up to unity, one can simply choose all g’s equal
to r. This gives the well known one-parameter deformation SL,_(n). More generally
the centrality of the determinant can be achieved by requiring

r? r?

9i,i+1 o Qin

ql,i q?,t’ e e qi-'l.l' = constant (18)
forall i = 1,...,n. This last requirement results in » —1 conditions among the g, 5 ’s
in addition to determining constant = r"~!. The number of deformation parameters
has been reduced to Ng; = Ng; —(n—-1)=(n~-1)(n-2)/2+ 1.

and g3, = r/ g3
There are again two ways to impose reality conditions on GL{#n) (/' = n+1-i):

(a) Z;
(b

giving Gleg,y .(n,R) and GLlagr, .
unitary versxons is left to the reader.

l' vy

T=T g;=e
. e o : (19)
' T =T} T = Gy r €R.

!
I

§ r

(n,R) and similarly for SL. Decriving the

B,, C,, D,—orthogonal and symplectic groups. For the groups of types B,
C, D an additional structure, the metric, has to be implemented in a consistent
manner. The metric C defines a length L = z*Cz and provides the orthogonality
(or symplectic) relation

TC-'T'C=1=C'T'CT (20)

for quantum matrices 7. Roughly speaking, it is the required centrality of the length
forcing the metric to be anti-diagonal. (Clearly, it can be diagonalized in the classical
limit):

C;

i

= c; 8‘Jl (]‘ zn+1 —j) with c; ¢ = +1. (21)
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(The last requirement is not necessarily so at this stage but has been made to facilitate
the argument; it can be motivated, for example, by consistency of double conjugation,
see below (38).) Hence also in the R-matrix a piece containing primed indices
appears. We make the following ansatz (motivated by the ‘standard’ solutions):

i o) (- e orned)
ij

where © is as above and a} are coefficients to be determined. Inserting the orthog-
onality condition, T = C~!(T*)~!CT, into the group relations, RT, T, = T,T, R,
it follows that

R=C['R"C, = Cz’(R“)"C’ (23)
implying for (22)

= 'Cj y;:
Ry, e RYL . (24)

As in the GL case we have g;; = 1 and g;; = r?/g;; and hence (24) yields
g = = —— = gy (25

ie. g;;, i < Jj g n/f2, give all ¢’s.
Having fixed the relations among the g’s, one finds that the relations for the ai’s
from the YBE decouple. From (24) we get

af =al (26)

and the YBE provides

aja} = —dj @n
and
apfpt'=-1 o 4+ }% n even
(28)
(n43)/2 _
LY 13;2 = -7 n 0dd.

In combination (26) and (27) are now a recursive set of relations that can be solved
using the ‘initial conditions’ (28). Taking also into account that we havc to meet

the orthogonality relation (24), one finds ai = —¢;¢; r-% where 7 are integers
determined by the above conditions and the ¢’s matter only in the symplectic case.
Equation (28) yields:

(m""%,m""%)--‘9%)0!“%)""%-"1) fOer
..)={(m,m~-1,...,1,-1,...,1-m, -m) for C,, (29)
(m-1,m-2,...,1,0,0,-1,...,1 - m) for D,,.
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The ¢;’s of the metric have to be chosen as

_ +1 for B, and D_,
Cii=¢ 6 with ¢ = { +1 for C, andigm (30
-1 for C, and i > m

thus c; ¢, = -1 only for symplectic groups. In the notation of [2} we have:

13
R=r Ze;,— ® & + €(ny1)s2,(n+1)/2 © €(nt1)/2,(n+1)/2
it

n n n
r Qz'.‘ 1
+‘zq_'eii®€b~+2 Te;,'er,"i“;Zeg.'ery
i<j W i>) i#i
iy’ i#s'

1\ [< iz
+ (7' - ;) [Z eij ® €i sum}‘”r"’ C“G)‘ e,-j 530 f;’,‘:j;] (3])
i>)

with (29) and (30). The second term is only present for the B,, case.

Inspection of the classical limits shows the association with the indicated groups.
It turns out that the non-diagonal parts of the multiparameter R-matrices coincide
with the standard solutions (cf e.g. [2])—they coincide anyway for all q; = r—
and also the characteristic equation depends only on the Lie algebra deformation
parameter ~ and matches those for the standard solutions (r = q) if one normalizes

R appropriately (Rl = 1):
(R-1) (R+ ;5) (R»— ;) =0  for SO(n)

(R’— 1) (ﬁ«l» ;1;) (R+ -;;%3) =0 for Sp(n) .

(32)

Remark: Strictly speaking, the orthogonal groups are just O(n) rather than SO(n),
ie. the determinant is +1. It is, however, possiblc to use the isomorphy SO(n) =~
O(n)/Z, by identification of pairs of quantum matrices having different sign of the
determinants, e.g. T ~ diag(—1,1,1,...) T. Altcrnatively one could require the
determinant condition explicitly.

Example: 80,.,(4). The two-parameter orthogonal group in four dimensions illus-
trates the greater generality of multiparameter quantum groups. Since the charac-
teristic equation coincides with that of the standard solutions, so does the projector
decomposition of R [2]. The relations for the quantum vector space are:

T T, = qTyT, I, Ty = r Ty Ty, = T3To

M (33)

x2x4 = qm¢$2 333:4 = "&‘ 3433 zlxd - 3431 - (r- ;) 32:1':3


http:normaliz.es
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and for the exterior coordinates, (¢7)? = 0, we find:

1 1
f]fz'*”;%fzf: =0 *Elfs"l‘ :}‘5351 =0 83+ &3, = (r— ;‘) 5154
(G4
1
4+ %5452 =0 &6, + Ef.gfs =0 §,84+ 84, =0,
The metric (21)
1
C= . L (3)
r
gives the central length
L=r"lzyz, + ay25+ 2325+ ragz; = (r+ r7) (@2, 4 7 2,75) . (36)

Interestingly enough, the two-parameter R-matrix for SO(4) cannot be constructed
as the tensor product of two SL(2) (unless ¢ = r) [10}:

R(S50,2,,(4)) # R(SL,(2)) ® R(SL,.(2)). (37)

Real versions. Conjugation can be defined trivially T = z, T = T, or with help of
the metric

k

— — . — )
=T, =Clz ic. T, =2t (38)

TH=T"! ie. T=(T""). (39

Compatibility with the quantum group relations can be checked by computing the
adjoint of

R(TeT)=(T®T) R. (40)
One finds
RY (TQT)=(TeT) R* 41)

where R = RP. This holds if the R-matrix obcys

(Rf;‘) = R}, ie. ;% = reR or q;; = rei, (42)

The plane deformation parameters g,; exhibit a deformation structure which one
could call ‘radial quantization’, where the parameter r provides the modulus for all
g¢’s combined with an independent phase. Hence, taking real deformation paramcters
its number stays the same as without reality condition.

In order to investigate the signature of the metric one can define ‘real’ coordinates:

k K 1
N A - kg e — F =t
i(epz® ~z*) k> oH

—

(43)
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Under this transformation the metric becomes

cC—C= - . (44)
i (ca - ;:1;) 14
Since for r — 1 all ¢; become unity, this reality condition gives the quantum groups
SO,.;;,,._,, ( n, R).
In the other case & = 2 (thus the coordinates are already ‘real’) diago-

nalization of the antidiagonal metric makes us arrive at 50g,4,,(n /2,n/2) and
$Og,y,,((n+1)/2,(n —1)/2) for n even and odd, repectively. Constructing de-
formed groups of other sighature is a more involved topic that needs more com-
plicated R-matrices. For the Lorenz group it is not yet clear whether one or two
independent parameters can be found.

Reshetikhin has developed a derivation of multiparameter R-matrices from the
standard one-parameter versions employing the universal R-matrix living in the tensor
product of an algebra A with itself and having Hopf algebra properties [5]. It
can be shown that a second element of the tensor algebra, given in terms of the
generators of the Cartan subalgebra of the associated deformed Lic algebra, provides
a transformation yielding a new universal R-matrix. By representation the numerical
multiparameter R-matrix is constructed.

It is easy, however, to translate this algebraist approach to a simple matrix for-
malism on the lines of Takthajan [2] and others omitting the detour to the universal
R-matrices [13]: The definition of a Hopf algebra with comultiplication A and an
universal R € A® A s.t.

)

implies the Yang-Baxter equation
R12R13R23,= RyR 3R, . (46)

which contains all information we need in the R-matrix approach to quantum groups.
Reshetikhin requires for an additional clement F € AQ A

(AQW)F = Fi3F;  (MQA)F = FiyFyy FFy =1 (47
and also the YBE
FmFlsts = FpaFiaFy,. (48)

Then RF = F-'RF-1 is also a solution of the YBE.
Applying (o o A ® id) on F in two different ways, firstly letting o simply inter-
change the embeddings and secondly using the last equality of (45), one finds:

(00 A Q) F) = 0,,(Fi3Fy) = FyslFiy
= Ry, Fi;Fg Ry, . (49)
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R F3Fy = FyFi3R,y, (50)
and similarly using (id ® o ¢ A)(F)
FiaFigRyy = Ry Fiy Fyy 61))]

Like the YBE for R, also those for F and for mixed R and F can now simply
be considered as matrix equations. With this ‘translation’ it needs just a triangular
(F,, F,; = 1) solution of the YBE that obeys also (50) and (51) in order to associate
a new R-matrix to a given one. (At this stage the construction obviously becomes
circular since we need a solution of the YBE in order to find a new one; it turns out,
however, that rather trivial solutions help.)

If we choose F' = diag(f;;, f13, .-+ fan) With fi; f5; = 1, it is easy to show that

F~' R(GL,) F' = R(GL,2,.} g =rf} (52)

ie. the standard one-parameter deformation is transformed to the multiparameter
deformation (16). (In terms of R this is a similarity transformation that, however,
does not decompose into a simple tensor product F # f® g.)

By the same means the multiparameter versions of the R-matrices of types B,
C, D are related to the standard solutions since, having an additional term of type
§'4'8,,, equations (50) and (51) require in addition

fy=g—=g-=Jup 53

which turns out to be equivalent to (25).

This R-matrix formulation also provides a nicc way to verify the results of the
last section. Using (49), (50) and (51) one can reduce the YBE for R to those for R
and F alone.

Remark. There are nonetheless additional one-parameter solutions of thc YBE that
are related to the ‘standard’ one by a non-diagonal matrix [12,13]. Since the entry
structure of these R-matrices is more complicated, more restricting rclations of type
(53) arise making multiparameter versions almost always impossible.

In accordance with the abstract treatment of Reshetikhin we have explicitly shown,
that for groups of type A, B, C, D that »(r—1)/2+41 quantization parametcrs emerge
from solving the YBE if r is the rank of the group. It is the maximal number of
deformation parameters for quantum groups with the samc structure of commutation
relation as the standard solutions.

To give an idea of the coherence of multiparameter quantum groups, we note that
the fact that GL{n} and Sp(2n) are of the same rank corresponds to the fact that
a 2n-dimensional phase space built from a n-dimensional linear space (c¢f Zumino’s
construction [14]) allow for symplectic transformations also in the dcformed case not
restricting the possible multiparametric deformation structure.

A many-parameter deformation of a group provides many one-parameter defor-
mations, Thus this letter does not intend to persuade the reader to use always the
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most general deformation structure possible but rather points out that different pa-
rameter fixings lead to different structures with few or only one parameter having
different properties. See, for example, [15] exhibiting that it is the deformation GL,.
rather than the ‘standard’ deformation GL,.,, that seems to be suitable to define a
path integral.

In general, it will depend on the physical application which deformation structure
is appropriate. Hoping that the ‘standard’ one will do is, however, not justified.

Very fruitful discussions with J Schwenk, K Schmiidgen and A Kempf are acknowl-
edged,
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Abstract. The structure of the deformation U {sl{2, C)) is discussed. The comuitiplication, all commutation
relations, and a conjugation follow in a clear way form the simple SL.(2) structure. ‘Fundamental’ and
spin representation are given.

Mathematics Subject Classifications (1991).

0. A g-deformed Lorentz algebra was derived in [1,2] by a calculative approach
(checking of all consistency requirements) giving a list of relations. We would like to
exhibit the structure of this noncommutative quantum algebra U,(sl(2,C)) as a
quadratic algebra. All commutation relations and the comultiplication can be
identified with the quantum group structure of SL,{2). A natural involution is
induced also in terms of linear relations. Representations of this algebra into
M(4 x 4,C) related to the defining R-matrix and the spin matrices associated to the
g-deformed y-matrices are obtained. The first one is a faithful representation and can
serve as definition of U,(sl(2, C)).

1. Let M be a SL,(2) quantum matrix [3], geR, A=g—q~'

mi mj )
M={ , 3) det,M=mim}—gmim}=1, n
my m3

with the commutation relations

Tl o i lod 1.2 2.1
mim; = gmzm, mymi = qmimy,

22 e an2 a2 1.2 021
mim; = gmamiy, mym; = gmams, (2)
mimt =mimi, mimi=mim}+ Imim:.

Then the comuitiplication is generated by matrix multiplication

AM)=MQ M. &)
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There are two ways to give the quantum deformation of SU(2):

(a) as one unitary quantum matrix of type (1) generated by
RMM = MMR R=|" ' 4

and the unitarity condition M*M = 1, ie.
mi=mi and m]=—gmi;
or {b) as a pair of upper and lower triangular unimodular quantum matrices %, and
Z_ with relations
R$+ g.;. == g—p $+§,
RY. % =% %R, &)
RS. % =% %R,
and unitarity condition (Z,)" = (£-)" L.
These are known as dual descriptions [3,4]. It will turn out that this is not
necessarily the duality between quantum group and its enveloping algebra

G, «» U,(g) as also the latter can take the form (a) and vice versa (cf. the Iwasawa
decomposition for SL,(2, C) [5, 6]).

2. The seven generators of the g-Lorentz group [1] can be put into three matrices
of type (1) and can be identified with a more suitable set of generators
(LY L, LI" L KLY K2 k) [3,7]

o (7T [ &) 0
+ = ALY 1 - qlT+(TB)-2;4 (13)1/4 [
I —glL” W4 1 aT(c3)" 14
3'5(0 = )=((T()> /?rsr(;‘*) ) ©

_( k —aKN_ (@) asie) e
Ly = IK? E = sz(,rs)u«; 6‘2('83)’1/4 .

The new choice of generators exhibits a purely quadratic algebra for the quantum
Lorentz group. As usual, the analogues of the Cartan subalgebra generators are
accompanied by some kind of inverses / ~* and k. Since, in the deformed case, the
generators of the transformation correspond to finite shifts rather than infinitesimal
ones (giving rise to discrete spectra), they can be identified with entries in the
quantum matrices corresponding to the deformed Lie group.
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The commutation relations of the g-Lorentz algebra are given by the R-matrix
Equations (5) for the rotation subalgebra and the following relations

R, %= %R, 0)

R, %= L, PR,

R& % = L &R ®
While the deformation of the rotation subalgebra is of type (b), the boost contain-

ing subalgebra takes the form (a); the remaining relations are given similarly

(8).

3. We list now the explicit relations and compare them with those of [1]. We can
read off for the rotation subalgebra from (6) using (2)

LYl =gqlL*,
L 1=gq7'IL", 9
[L*Y,L™]=q A"} 2 = I?).
This equates also to
3T+ = g 4T *13,
T =¢q*T 13, (10)
T*T™ =q¢*T"T* 4+ qA~ (1 —13),
as proposed. The relations among rotations and boosts are
kL* =q LYk + q 'AI"'K?, kL™ =q 'L k+q 'AIK},
KLt =qL*k — AK2, kL™ =gqL k- AKY™Y,
ki=1k, &l=Ik,

11
KM* =L*K!'—q 21"k - lk), KL =LK} D
K2L* = L*K?  K?’L™ =L K?*+4q A" Yki™! - Ik),
K'l=q YK! K3 =4qlK?
matching
T =T*t ' 4+ AT?%, T~ =q 2Tt - 18},
a’T* =T 62— q%i13T?%, 62T~ =q*T " 6? + ¢%iS},
i3 =131, %3 =132
(12)

SIT* =q72T*S' —q7 22 Y23 —06?) ST - =T"S%,
T2T* = g®T*T?  T?T~ =T T?+ A~ '@} — ¢?),

S113 = q_41.'3S1, T2T3 = q41'3T2.
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And for the boost containing subalgebra, we find
kK' = gK%,  kK?=gK?k,
kK'=q K%,  kK?=q"'K%, (13)
K'K*=K?*}K*',  kk=Tk—qi’K'K?
which corresponds to
ti8t = §lzt, T2 = g?T%,
6?8 =8S'%?%  @®T?=4"2T%?, (14)
S'T? = T2§8Y,  1l¢?=g21! +qA3S'T2

The requirement of unimodularity of %, reduces the number of independent
generators of Lorentz group to six as discussed in [7], ie.

1 = det, %, = kk + g2?K*K?
=1lg? — g?135!T2 (15)
This relation can be used to eliminate k in the same manner as the relation 117! =1

to eliminate [ ~7. For the structure and computations, it is of advantage to use the
quadratic algebra (LY, L 11", K*, K2 k, k) rather than (T*, T7,7%,1%,6% 8", T?).

4. The comultiplications is generated by matrix multiplication (3). For the rotation
part, one gets

A =1®1
ALY =L"®I"' +I®L*, 16)
AL)=L" ®l+1"'®L",

ie.
A =1 ® 3,
ATH=T"®1+ ()2 T, (17
AT )=T ®1+H2RT,

and for the boost containing part one finds
Ak) = k®k — qi2K* ® K?,
AR =T ®% — g’K2® K,
AMKY)=K'®%k+ k® K,
AMK)=K*®k+k® K2

(18)
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which corresponds to
A) =1 ® 1! + 228312 ® T,
Al = 62 @ o + P2TH) 2 @ §1,
ASY) = S' ® g2 + (1?21 R S,
AT) =T*®1 + (%) 262 ® T2

(19)

In the new generators the comultiplication takes a simple quadratic form.

5. The involution of the Lorentz algebra simply follows from (crossing) unitarity of
&, and Z. and unitarity of %,

. L (T ALFN (17t ALt
(g+) z(g_) 1' (0 T)_(O ! )a

(20)
% iK k AK?!
ie.
=1,
k=T,
LY =L,
KT=K?
or
TE = g72T¥,
7% =13,
T2 = — TB)”l,fzsl,
ST— ;2(,{3)1&?2, @
! = (1% 1262,

[ &

o = (%) 1l,

Thus, we observe again a simple structure for the proposed choice of generators
having linear conjugation relations. By construction, the conjugation is compatible
with the relations (9), (11), (13).

6. The quantization of Lie algebras and Lie groups is related via a pairing duality
[3.4]

(121G, ®Uyg)—C,

(L#|Ty = R%, 2
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R* =R, R™ = PR™!P. This gives a representation of the quantum Lorentz algebra
in terms of submatrices of the R-matrix of the Lorentz group R built from the
R-matrix of SL,(2) [8,7]: Ry234 = R,3R3R4 R * This is sometimes called the
‘fundamental’ or ‘adjoint’ representation for the g-deformed Lie algebra, since one
can understand the R-matrix as a matrix of structure constants of the deformed Lie
algebra. In terms of the group SL,(2,C), a vector X' transforms with M x M
(A x B)¥ = ALB{). As a consequence we find the decomposition [7]

LL =% x%, Li=%x%2. 23)

Relations (5), (7), and (8) give the according relations (5) for R and L*. From the 18
nonvanishing elements of L™ and L™, one can isolate the factors and finds the
‘g-adjoint’ representation

@4

This shows that the algebra (L*, L™, I, 171, K*, K2, k, %) is from the R-matrix point
of view [3] the canonical one. Moreover, this representation is faithful and hence,
gives an independent proof that (9), (11), and (13) is the g-deformed Lorentz algebra

*Using a different R-mairix, this method was applied in [9] leading, however, to a complicated structure
with infinite power series in the generators; the relation to the algebras discussed here is not evident.
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associated to the g-deformed Lorentz group of {8, 5, 1]. It could have been used to
introduce U,(sl(2, C)).

7. Fields with spin are usually described by multicomponent spinors. The action of
Lorentz transformations on spin space can be constructed out of the representations
(3,0) and (0, 3). The Dirac representation is the sum of these two. This representation
can be found in the quadratic part of the associated Clifford algebra of the quantum
Lorentz group [10], = g + ¢~ %, g the metric in the basis (4, B, C, D)

oV =3y =Y + %g”,
1 (25)
_ q . .
g= —gi -1
-1

V is an interchanging operator related to R such that the ¢/’ are g-antisymmetric
Vo= —a.
There is an identification with the undeformed y-matrices

1
yh = Z(w‘ - iy%),

7= g(v‘ +iy%), 26)
7 =3a"" + ) + %(q2 — y'y™y?,
7 =30 -
The chiral generators have the representation
M* ~ g tgB? M~ ~ g 1g4C,
M3~ —go*® + g7 16P, N3 ~ g Y(o*® + ¢P), 27
N* ~ ga®, N~ ~ —g~3¢°B,
obeying the chiral g-Lorentz algebra introduced in [2]
¢PM3M*Y ~q Mt M3 = oM*T,
g M*M™ —gM~M* = M3,
g ’M3M™ —¢*M M3 = —oM™, (28)
g 2N3N* — g3N*N3 = oN",
gN*N™ — g 'N"N* =N3,
¢*N3N~ — g 2N"N3 = —@N*,
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g INt*M* — gMEN*t =0,
gNEMT — g IMTN* =, (29)
[Mf,N3]=0, [Nt,M3]=0, [M3 N3*]=0.

The seven generators (T*, T, 13,1, 6%, §, T?) in terms of the chiral ones are
T* = M* + q(1 — AM¥)(L + AN®"IN",
T =M +q(1 — AM3(1 + ANH7IN",
= (1 — AM3)(1 + AN, a0

= (1 — AM3) ™42,

0% = (1 — AMY2[1 — g2%(1 + AN¥ YN~ M™,

T? =g~ }(1 — AM¥)~12M

St= —(1 — AM)Y%(1 + AN¥)~IN".

Hence, it is easy to give the (3,0) ®(0,%) representation using (27) and a chiral
representation of the usual y-matrices, e.g. take*

-1 ot —0? —o?
,YO = (_1 ), ')’1 = (_0,1 ): '}’2 = (0’2 )’ }’3 = (0_3 ) >,

q2
3 qu
T = q_z ' s

q2
. 1
N I
= e = R
—q
(31
Sl‘—' 3 T2= 1 ]
1

*The matrices y* and y® have a unusual sign to make (31) agree with the action of the generators on
spinors as used in [1].
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Representations or higher spin follow by use of the comultiplication on g-symmet-
rized spinors.
Using the relations (6), the spin representation for the new generators is

q
L+=q“‘1f2 1 '1 s L~ =g~ ) : ’ ’ ,
—1
q 1
.9 . .
— g 12 , [71 = gm22 ,
I=q 1 . 1 . o.q .
q 1
(32)
Kioge| K2 g2 q . . . ,
-1
1 q
q .
ke =g~ Y2 R k=gqg-12
q 1 q q
q 1

The conjugation on this representation is given as follows. The Dirac spinor is of
type ¥ = (x, y, —q""*§,q"'/2x), where x and y span a complex quantum plane [1].
Then the involution is given using the spinor metric ¢

B {0 & _ 0 qi?
y* = Sy, S-(g_1 0), 8“(-—,3"1/2 0) (33)
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For the matrix representation, we thus have for L any generator in the Dirac
representation

LY =(Ly=SLS"! (34)

which agrees with the relations (21).
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Multiparameter R-matrices and their quantum groups
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Abstract. Multiparameter solutions of the Yang-Baxter equation associated with the
groups of types A, B, C, D are given as generalizations of the well known onc-parameter
solutions. The R-matrix approach to quantum groups used here is related to the algebraic
one of Rheshitikhin.

Much has been said about quantum groups based on the so-called standard solutions
of the (quantum) Yang-Baxter equation (YBE) [1, 2] while on multiparameter quantum
groups only a small number of publications is at hand [3-7]. In this letter it is shown
that there exist natural multiparametric generalizations of the standard solutions.

A simple example [8] will be used to introduce notation and to distinguish different
types of deformation parameters. The main part of this letter presents multiparamet-
ric R-matrix solutions of the YBE associated with the groups of types A, B, C, D,
and shows how they are obtained by explicitly solving the YBE. These results are
then related to the algebraic approach of Reshetikhin [5] by translating it to a “Hopf
algebra free’ formulation of the R-matrix approach of Takhtajan and others [2]. We
conclude with some remarks on the prospects of multiparameter quantum groups and
its applications.

As in ordinary group theory there are three structures that are related by a
quantum group: the group itself given as a matrix of non-commuting entrics, a
coordinate space transformed by the group action, and the Lie algebra associated
to the group that is in general also deformed. The commutation relations can be
represented most simply using the R-matrix. Let us consider the two-dimensional
general linear group as an example (R € C**4):

notation relations
quantum group T= (2 ;) R, T\'T, =T, T\ R,,
quantum plane z= (:) (R-1)(z@=2)=0 ¢}
quantum Lie algebra T* H, K R,LELE=L{LER,

RwL; Ly =Ly L;Rm

where £ = PR, P is the permutation matrix, the normalization s.t. R = 1, and
L* are matrix functionals of the generators T%, H, K.

0305-447091/2112494-10303.50 © 1991 IOP Publishing Lad L1249
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It has been shown, that if one starts with choosing a g-plane
Ty = qyc (2)
and a deformation of the Lie algebra relations of gl(2) with parameter r

H -H
[T+, T =[Jav.],s"—r—__“r’"fll [T, H] =4T* [K,.] =0 3

this corresponds to the following R-matrix:

1 0 0 0
0 1/g 0 o
0 1-1/7% g/ 0} " @
0 0 N 1

The matrix functionals are in this case:
I+ = ( p(H+K}{2 o ) I~ = (q—(H+K)/2 _(1. _ 1/7,) ‘f" )

(r=1/r) T g-H+K2 = 0 pH-K)2
®)
where p = r?/q, T+ = (g/r)H12 T+, T- = T-(q/r)H/2
The group deformation then is to be:
2
ab=ﬁba cd=ﬁdc bc=g—§cb
g r
- (6)

ac=gq ca bd = q db ad —da =

which is the two-parameter deformation of GL{2). A second quantum plane of
exterior variables £, n, that can be interpreted as differentials of z and y, is also
determined:

¢n=—-2nk. ™

The determinant can be defined and becomes central for ¢ = r which allows us
to define SL,(2). (For details see [8], note the diffcrent notations for the second
parameter r, X = r?, or p = r?/q.)

The underlying field for the coeflicients has tacitly been assumed to be C and
‘real’ versions of the group can be obtained by giving an appropriate conjugation.
There are, however, two ways to do this:

(a)
(®)

Since we require Ty =

1l

Hi

(8)

=y Y=z
=z =¥

Hi

the plane relations give:

x
ry=qzy —  (a) zy=7qyz
(b) zy= %yx. ®)
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For the group parameters conjugation has to be:

(a) T = STS = (d “) S = (" 1)
ba 10 (10)
(®) T=T
and hence
P
ab = ﬁba — (a) d= 1p:dc etc :
() ab= ZLba  etc
2
yielding for the parameters
(G) Q,?’ER\{O} (12)
(b) g=e" r? = e'® 4,0 €R.

i.e. both deformation parametcrs are either real or pure phases. These groups may
be denoted as GL,,,,(2,R) and GLg 4(2,R), respectively.
Unitary groups can be found by requiring

TH=T"! e (g g) = (_j/P ‘f") D! (13)

giving the group U, ,(2), where ¢ = re'¥, and SU,_(2), where ¢ = r € R, with two
and one real deformation parameters, respectively. (D = ad— q cb is the determinant
[8].) This can be secen from, for example,

2
ac = geca — bD"'dD™? = GdD 16D} = bd = G db (= g db!)
, (14)
S gg=1r.

Remark. In this paper we do not consider Hopf-+-algebra quantum groups of an
extended algebra with barred and unbarred generators providing mixed commutation
relations. For distinction we write GL(2) instead of GL(2,C). Such extensions are
in general not difficult to find but not necessarily unique [9].

The procedure followed in the last section generalizes for GL(n) and with some
restrictions also for SL(n), i.e. A,_;. Similarly one can proceed for the classical
serics of semi-simple groups B, C,, D,, ie. SO(2n + 1), Sp(2n), $O(2n).

A, _;—the groups GL(n) and SL(n)}. As in the two-dimensional case the Lie
algebra has still one deformation parameter; the quantum space relations, however,
can be chosen to be deformed more generally:

'zi = %; zi g’ i< 3 (15)
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providing a total of Ng; = n(n 1)/2 + 1 parameters (g;; and r) for the corre-
ponding R-matrix (R = R e;* ® e, 1)

= alei(# oL you%) vaioi(1-1)  qo

ij

where ©*/ equals 1 for i > j and zero otherwise. Note, no summation over repeated
indices is involved here, The group relations given by this R-matrix are not difficult
to work out and can be found in [6].

To arrive at the quantized SL(n) from GL,. ,, ;(n) it is necessary to make the
determinant 7 central before it can consistently be identified with unity. In the GL
case the determinant has the following property [6]:

H Ha:l Qo k H‘V—-k-lnl( /kay) 3
D= DTy . 17
* n§-1 Qﬁ; H&-v-}-l(r /Q:G) ( )

In order to render the factor picked up to unity, one can simply choose all ¢’s equal
to r. This gives the well known one-parameter deformation SL_(n). More generally
the centrality of the determinant can be achieved by requiring

us r?
ql,i qg’i ey ql‘“l,l‘ —_— .. — 22 C0nstant (18)
qi,i-{»l qi,n

forall 7 = 1,...,n. This last requirement results in »—1 conditions among the g; 5
in addition to determining constant = r®~1. The number of deformation parameters
has been reduced to Ngg = Ng; —(n—1)=(n-1)(n—2)/2 +1.

To give an example consider SL,a. . (4) With g4 = 7%/ 41,015, 924 = 7912/ G2g

and gy, = r/ 913%33-
There are again two ways to impose reality conditions on GL(n) (¥ = n+1-i):

=T g = €% r? = ¢'®

(a) = T T

(19)

giving GLg 4, (n,R) and GLf’iW=9;rs*("’R) and similarly for SL. Decriving the
unitary versions is left to the reader.

B, C,, D,—orthogonal and symplectic groups. For the groups of types B,
C, D an additional structure, the metric, has to be implemented in a consistent
manner. The metric C defines a length L = z'Cz and provides the orthogonality
(or symplectic) relation

TC'T'C=1=C"'T'CT 20)

for quantum matrices T. Roughly speaking, it is the required centrality of the length
forcing the metric to be anti-diagonal. (Clearly, it can be diagonalized in the classical
limit):

Cij=¢b; (I'=n+1-j)  with ¢ ¢, =1 @1
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(The last requirement is not necessarily so at this stage but has been made to facilitate
the argument; it can be motivated, for example, by consistency of double conjugation,
sce below (38).) Hence also in the R-matrix a piece containing primed indices
appears. We make the following ansatz (motivated by the ‘standard’ solutions):

Ry=r [5;’,5;‘ (;1—) + (1 - %) (a;'a{ oY + 876, 0} ai)] 22

]
where © is as above and o are coeflicients to be determined. Inserting the orthog-
onality condition, T' = C~}(T*)~1CT, into the group relations, RT,T, = T,T, R,
it follows that
R=C{'R"C = C;(R™")"C, 23

implying for (22)

i3 ., iyt
R} =—"2R}/ . (24)
Tk G

qy = —— = = Qe (25)

ie. Qij» i< j<nf2, give all ¢’s.
Having fixed the relations among the ¢’s, one finds that the relations for the a‘;’s
from the YBE decouple. From (24) we get

ol = a¥ (26)

and the YBE provides

ejal = —aj, @7
and
azg*l = -1 or + ;15 n even
(n+3)/2 _ dd (28)

In combination (26) and (27) are now a recursive set of relations that can be solved
using the ‘initial conditions’ (28). Taking also into account that we have 10 meet
the orthogonality relation (24), one finds ai = —¢;€,7°~F where 7 are integers
determined by the above conditions and the €’s matter only in the symplectic case.
Equation (28) yields:

1 1 1
(m—g,m“‘%,---,%sos-i’---vﬁ"’m) foer

ad..)={(m,m-1,...,1,-1,...,1 —m, -m) for C,, (29)
(m-1,m-2,...,1,0,0,-1,...,1 = m) for D,..
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The c¢;’s of the metric have to be chosen as

_ +1 for B, and D,
C:n e G‘- T“é‘-jl With C‘- = { +1 for Cm, and i S m (30)
-1 for C, and i > m

thus ¢; ¢;; = ~1 only for symplectic groups. In the notation of [2] we have:

n
R=r Z i @ €j; + €(nia)/2,n+1)72 ® €mary/a(n+1)/2
i#it

n n n
r U 1
+ ’E , :2';""6“ ®@ 6” -+ E . -71‘"8'-,- ® 611 + '; E €5 ® €1
i<y i>j igit
i#i’ i’

1\ e ~
+ (r - ;) LE eij @ ej; — sumiy,;r' g6 655 ® e,-.,-.] (1)

i>]

with (29) and (30). The second term is only present for the B, case.

Inspection of the classical limits shows the association with the indicated groups.
It turns out that the non-diagonal parts of the multiparameter R-matrices coincide
with the standard solutions (cf e.g. [2])—they coincide anyway for all g;; = r—
and also the characteristic equation depends only on the Lie algebra deformation
parameter r and matches those for the standard solutions (r = ) if one normalizes
R appropriately (R = 1):

(R-1) (f‘é+ ;13) (}‘i- :7) =0  forSO(n)

’ (32)
(}'i- 1) (§+ ;1-2-) (§+ Fx%'f) =0 for Sp(n) .

Remark: Strictly speaking, the orthogonal groups are just O(n) rather than SO(n),
ie. the determinant is £1. It is, however, possible to use the isomorphy SO(n) =~
O(n)/Z, by identification of pairs of quantum matrices having different sign of the
determinants, e.g. T ~ diag(—1,1,1,...)T. Alternatively one could require the
determinant condition explicitly.

Example: $0,2,(4). The two-parameter orthogonal group in four dimensions illus-
trates the greater generality of multiparameter quantum groups. Since the charac-
teristic equation coincides with that of the standard solutions, so does the projector
decomposition of R [2]. The relations for the quantum vector space are:

2
r
T2, = q Ty, T 2y = rl TaT, TyTy = T3Ty

: (33)

r
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and for the exterior coordinates, (£§°)? = 0, we find:

1 1
662+ %5251 =0 §i163 + Efs‘f] =0 §2fs + 6y = ("“ ;) §18s
34
1
GE+FGE=0  GEF_GE=0  GE+EE =0
The metric (21)
1
— 1
c=| | 35)
T
gives the central length
L=rlg,2,4 a,05 4 T32y+ rz 2z, = (r+ 77 )z 24 + 7 2,2,) . (36)

Interestingly enough, the two-parameter R-matrix for SO(4) cannot be constructed
as the tensor product of two SL{2) (unless g = r) [10}:

R(SO,,4(4)) # R(SL,(2)) ® R(SL,.(2)). @7
Real versions. Conjugation can be defined trivially ¥ = =, T = T, or with help of
the metric

=%, =Chs* e T, =cuz" (38)

TH=T"1 je. T=(TY). (39)

Compatibility with the quantum group relations can be checked by computing the
adjoint of

R(T®T)=(T®T)-R. (40)
One finds

RY (TeT)=(T®T) A* 41
where R = RP. This holds if the R-matrix obeys

(R¥) = Ry ie. G ;a; =7 €R or g; = rei’y, (42)
The plane deformation parameters g,; cxhibit a deformation structure which one
could call ‘radial quantization®’, where the paramcter r provides the modulus for all
¢'s combined with an independent phase. Hence, taking real deformation parameters
its number stays the same as without reality condition.

In order to investigate the signature of the metric one can define ‘real’ coordinates;

1y 1
k_{:c"-i-ck.:s kg2 —

Y= ) = yF =y 43
i(cpzr - z*) k> 2f “3)
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Under this transformation the metric becomes

2 il e — 4
1 + (:1 1 (C1 Cl )
C—C= . . 44
i(cn - '51;) 14¢2
Since for r — 1 all ¢; become unity, this reality condition gives the quantum groups

SO,.z;,,i,,(n,R).

In the other case @ = « (thus the coordinates are already ‘real’) diago-
nalization of the antidiagonal metric makes us arrive at Soe;éb,(n/z,n/?) and
80g...((n+1)/2,(n —1)/2) for n even and odd, repectively. Constructing de-
formed groups of other signature is a2 more involved topic that needs more com-
plicated R-matrices. For the Lorenz group it is not yet clear whether one or two
independent parameters can be found.

Reshetikhin has developed a derivation of multiparameter R-matrices from the
standard one-parameter versions employing the universal R-matrix living in the tensor
product of an algebra A with itself and having Hopf algebra properties [5]. It
can be shown that a second element of the tensor algebra, given in terms of the
generators of the Cartan subalgebra of the associated deformed Lie algebra, provides
a transformation yielding a new universal R-matrix. By representation the numerical
multiparameter R-matrix is constructed.

It is easy, however, to translate this algebraist approach to a simple matrix for-
malism on the lines of Takthajan [2] and others omitting the detour to the universal
R-matrices [13]: The definition of a Hopf algebra with comultiplication A and an
universal R € A® A s.t.

(A®id)R = R)3R,; (M@ A)R = R;3R,, oo A(a) = RA(a)R™}
45)

implies the Yang-Baxter equation
Rlesta,= RyRi3R,, . (46)

which contains all information we need in the R-matrix approach to quantum groups.
Reshetikhin requires for an additional element F € AQ A

(AQI)F = Fi3Fy (d®A)YF = Fi3Fy, FoFp=1 47
and also the YBE
szFszs = FyyFaFy,. (48)

Then RF = F-'RF-1 is also a solution of the YBE.
Applying (o 0o A ® id) on F in two different ways, firstly letting o simply inter-
change the embeddings and secondly using the last equality of (45), one finds:
(00 A @) (F) = 01,(FiaFys) = FpaFy3
= Ry, F3 P Ry ' (49)
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ie,

By Fi3Fp3 = Fy3Fy3 Ry (50
and similarly using (id ® o 0 A)(F)

F3FigRyg = Ry3Fi3 Fyy - 61

Like the YBE for R, also those for F and for mixed R and F can now simply
be considered as matrix equations. With this ‘translation’ it needs just a triangular
( Fy, F,, = 1) solution of the YBE that obeys also (50) and (51) in order to associate
a new R-matrix to a given one. (At this stage the construction obviously becomes
circular since we need a solution of the YBE in order to find a new one; it turns out,
however, that rather trivial solutions help.)

If we choose F' = diag(fy1, fizs -« «» fan) With f;; f;; = 1, it is easy to show that

F~! R(GL,) F' = R(GL,.,} g; =rff (52)

ie. the standard one-parameter deformation is transformed to the multiparameter
deformation (16). (In terms of R this is a similarity transformation that, however,
does not decompose into a simple tensor product F # f ® g.)

By the same means thc multiparameter versions of the AR-matrices of types B,
C, D are related to the standard solutions since, having an additional term of type
&9 6, equations (50) and (51) require in addition

fis =5—=5—=Juj (3)
2

which turns out to be equivalent to (25).

This R-matrix formulation also provides a nicc way to verify the results of the
last section. Using (49), (50) and (51) one can reduce the YBE for RF to those for R
and F alone.

Remark. There are nonetheless additional one-parameter solutions of the YBE that
are related to the ‘standard’ one by a non-diagonal matrix [12,13]. Since the entry
structure of these R-matrices is more complicated, more restricting rclations of type
(53) arise making multiparameter versions almost always impossible.

In accordance with the abstract treatment of Reshetikhin we have explicitly shown,
that for groups of type A, B, C, D that r(r—1) /241 quantization parametcrs emerge
from solving the YBE if r is the rank of the group. It is the maximal number of
deformation parameters for quantum groups with the same structure of commutation
relation as the standard solutions.

To give an idea of the coherence of multiparameter quantum groups, we note that
the fact that GL(n) and Sp(2n) are of the same rank corresponds to the fact that
a 2n-dimensional phase space built from a n-dimensional linear space (c¢f Zumino’s
construction [14]) allow for symplectic transformations also in the dcformed case not
restricting the possible multiparametric deformation structure.

A many-parameter deformation of a group provides many one-parameter defor-
mations. Thus this letter does not intend to persuade the reader to use always the
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most general deformation structure possible but rather points out that different pa-
rameter fixings lead to different structures with few or only one parameter having
different properties. See, for example, [15] exhibiting that it is the deformation GL,; .
rather than the ‘standard’ deformation GL,,., that seems to be suitable to define a
path integral.

In general, it will depend on the physical application which deformation structure

is appropriate. Hoping that the ‘standard’ one will do is, however, not justified.

Very fruitful discussions with J Schwenk, K Schmiidgen and A Kempf are acknowl-
edged.
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The Structure of U,(sl(2, C))
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Abstract. The structure of the deformation U {sl(2, C}) is discussed. The comultiplication, all commutation
relations, and a conjugation follow in a clear way form the simple SL,(2) structure. ‘Fundamental’ and

spin representation are given.

Mathematics Subject Classifications (1991).

0. A g-deformed Lorentz algebra was derived in [1,2] by a calculative approach
{checking of all consistency requirements) giving a list of relations. We would like to
exhibit the structure of this noncommutative quantum algebra U,(sl(2,C)} as a
quadratic algebra. All commutation relations and the comuitiplication can be
identified with the quantum group structure of SL,{2). A natural involution is
induced also in terms of linear relations. Representations of this algebra into
M4 x 4,C) related to the defining R-matrix and the spin matrices associated to the
g-deformed y-matrices are obtained. The first one is a faithful representation and can
serve as definition of U,(sl(2, C)).

1. Let M be a SL(2) quantum matrix {3],geR, A=qg—q~!

mi m} 1,2 1,2
M = m? mi) det,M = mym3 — gmimi = 1, {1)

with the commutation relations
mim; = gmimi,  mimi=gmimi,
mimi =gmimi, mim}=qmimj, )
mim? =mimi, mimi=mim}+ imimi.

Then the comultiplication is generated by matrix multiplication

AM)=M®O M. 3)
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There are two ways to give the quantum deformation of SU,(2):

{(a) as one unitary quantum matrix of type (1) generated by

~
]

RMM = MMR @

and the unitarity condition M* M = 1, ie.
mi=m} and mi=—gm¥;
or (b) as a pair of upper and lower triangular unimodular quantum matrices %, and
L. with relations
.qu. g.g. == g.;. g.'. R‘,
R . ¥ =% &% R, 5)
Rh.g.p g._ = g,_ .ff.*.}i,
and unitarity condition (%;)* = (%)%
These are known as dual descriptions [3,4]. It will turn out that this is not
necessarily the duality between quantum group and its enveloping algebra

G, Uyg) as also the latter can take the form (a) and vice versa (cf. the Iwasawa
decomposition for SL,(2, C} [5, 6]).

2. The seven generators of the g-Lorentz group [1] can be put into three matrices
of type (1) and can be identified with a more suitable set of generators
(LY, L7, LI K K2,k k) [3,7]

o = 1=t 0 B (13)—1/4 0
+ = LT 1 = qlT*(ﬁ)'““ (7_.3)1;4 >
| —glL” 34 _ 1aT (r3y- 14
i < N

_ k . qmi 11(13)1/4 2.81(1:3)_1‘14
&y = IK? i = )sz(.CS);l]-t 62(1:3)'”4 .

The new choice of generators exhibits a purely quadratic algebra for the quantum
Lorentz group. As usual, the analogues of the Cartan subalgebra generators are
accompanied by some kind of inverses ™! and k. Since, in the deformed case, the
generators of the transformation correspond to finite shifts rather thap infinitesimal
ones (giving rise to discrete spectra), they can be identified with entries in the
quantum matrices corresponding to the deformed Lie group.
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The commutation relations of the g-Lorentz algebra are given by the R-matrix
Equations (5) for the rotation subalgebra and the following relations

R-C’fbgb='g,bgbéa (N
R¥ %= %, %R,
RL % =2 LR ®)

While the deformation of the rotation subalgebra is of type (b), the boost contain-
ing subalgebra takes the form (a); the remaining relations are given similarly

®)-

3. We list now the explicit relations and compare them with those of [1]. We can
read off for the rotation subalgebra from (6) using (2)

L*l=gIL",
L7 l=q YL, 9
[L*,L"]=q "¢~ = 7).
This equates also to
BT+ = g~*T+*13,
BT = ¢*T 7, (10)
T*T  =q?T"T" + gi Y 1—13),
as proposed. The relations among rotations and boosts are
KLt =q 'L*k +q*AI"'K? kL™ =q 'L k+q 'AIK!,
KLY =qL*k — AK3l, RL™ =qL k- iKY},
kl = Ik, k=%,

1
K'L* = L'K' — g4 Y% — k), KL~ =L K, a
K2L* = L*K?, KL~ =L K*4+q A kit = 1Ik),
K'U=gq UK, K2=gK?
matching
TP =TH +AT? T~ =¢ 2T 7' — A8,
a*Tt = Trg? — g?i1%T?, 6°T™ =q*>T 6% + ¢%18",
i =13}, %3 =132
{12)

SlT+zq-zT-l»Sl__quA-l(,r%l_GZ) SlT'=T“Sl’
TT* = ¢*T*T?, T T =T T?+ A" 'z' —6?),

Sl‘ta = q'413S 1’ TETS — q41‘3T2.
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And for the boost containing subalgebra, we find
kK' =gK'%k,  kK?*=gK?Z,
kK'=q'K'%, kK?=gq ‘K%, (13)
K'K?=K2K!,  Kkk=Tk—gA*K'K?,
which corresponds to
st =S, 1T? = ¢2T%),
0?S' =S8'%?  ¢’T?=q"?T?%?, (14)
S'T? =TS, tle?=0%" +qA%S'T2

The requirement of unimodularity of %, reduces the number of independent
generators of Lorentz group to six as discussed in [7], ie.

1 =det, %, = kk + gA2K'K?
=tlg? —~ g2128' T2, (15
This relation can be used to eliminate k in the same manner as the relation }1™* =1

to eliminate [ ™!, For the structure and computations, it is of advantage t0 use the
quadratic algebra (L*, L~ 1,1", K, K? k, %) rather than (T*, T, 13,7',6% 8%, T?).

4. The comultiplications is generated by matrix multiplication (3). For the rotation
part, one gets

Al =1®1,
ALY =L*®1"' +I® L, (16)
AL )=L" ®I+1"'®L",

Le.
A(r?) =13 ® 13,
ATH=T*®1+ (1})*Q T, an
AT)=T ®1+(*)!*Q® T,

and for the boost containing part one finds
Ak) = k®k — gA’K! ® K2,
AR =k®% — q)*K*®K?,
AMKY=K!'®k+ k®K?,
AK)=K?2®@k+k® K>

(18)



THE STRUCTURE OF U,(sk2, C)) 333
which corresponds to
At =11 ® 1! + 282 ® T2,
A(g?) = ¢? @ o? + 22°TH?)'? 8§,
ASYH =S ® g% + (tH) 311 ® §E,
ATH=T?*® ' + (13" 2¢* @ T2

(19)

In the new generators the comultiplication takes a simple quadratic form.

5. The involution of the Lorentz algebra simply follows from (crossing) unitarity of
&, and ¥._ and unitarity of %,

. o (TR ALTN (17t ALT
("(Z}%'} “(Z—) 1' (0 2—)—(0 I)a

@ - (L ) (e %)
b b _qlKl k —q/le k

(20)

ie.

w o~
wo
5.,13*

L,
= K?

| =
I

ol

or

T* = ¢7*TF,

Wl

m 1‘3’

— (1.3)-' 11251’
ST = _qz(zs)mrfz’
o (13)— 11252

o? = (1?21,

b.:lJﬂ)

(21)

Thus, we observe again a simple structure for the proposed choice of generators
having linear conjugation relations. By construction, the conjugation is compatible
with the relations (9), (11), (13).

6. The quantization of Lie algebras and Lie groups is related via a pairing duality

[3,4]
{1.>:G,®Uy(g) > C,

(L*IT) = R¥, *)
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R* = R,R™ = PR 'P. This gives a representation of the quantum Lorentz algebra
in terms of submatrices of the R-matrix of the Lorentz group R built from the
R-matrix of SL,(2) [8,7]: Ry334 = R3R 3R24R 1, * This is sometimes called the
‘fundamental’ or ‘adjoint’ representation for the g-deformed Lie algebra, since one
can understand the R-matrix as a matrix of structure constants of the deformed Lie
algebra. In terms of the group SL,(2,C), a vector X' transforms with M x M
(4 x B) = ALB]). As a consequence we find the decomposition [7]

L;l =.,g+ X.,gb, LEI ==5,’,,><=5/’_. (23)

Relations (5), (7), and (8) give the according relations (5) for R and L*. From the 18
nonvanishing elements of L* and L™, one can isolate the factors and finds the
‘g-adjoint’ representation

(24)

This shows that the algebra (L¥, L™, I, I~%, K*, K2 k, k) is from the R-matrix point
of view [3] the canonical one. Moreover, this representation is faithful and hence,
gives an independent proof that (9), (11), and (13) is the g-deformed Lorentz algebra

*Using a different R-matrix, this method was applied in [9] leading, however, to a complicated structure
with infinite power series in the generators; the relation to the algebras discussed here is not evident.
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associated to the g-deformed Lorentz group of [8, 5, 1]. It could have been used to
introduce U,(sl(2, C)).

7. Fields with spin are usually described by multicomponent spinors. The action of
Lorentz transformations on spin space can be constructed out of the representations
(3,0) and (0, ). The Dirac representation is the sum of these two. This representation
can be found in the quadratic part of the associated Clifford algebra of the quantum
Lorentz group [10], @ = q + g, g the metric in the basis (4, B, C, D)

a? =30y =Y + %g”,
. (25)
B q? . .
9= —qi —1
—1

V is an interchanging operator related to R such that the ¢!/ are g-antisymmetric
Vo= —o.
There is an identification with the undeformed y-matrices

1 .
’)’A = E(’)’l - lyz)’

q )
7= 5(?‘ + iy?),

(26)
i
=30 +9) + 5@ — 'y,
P=30"—7)
The chiral generators have the representation
M* ~ g 18P M~ ~ g 1g4€
M3 ~ _qO.AB + q—lo.CD’ N3 ~ q-l(o.AB + O'CD), (27)

N* ~ go“®, N~ ~ —q~3¢°8,
obeying the chiral g-Lorentz algebra introduced in [2]
PM3M* — g 2M* M3 = oM+,
g 'M*M™ —gM~M* = M3,
g MM~ — @M M3 = —oM ", (28)
g iN3N* — $®N*N* = oN",
gN*N~ —q !N N* = N3,
¢*N3N~ — g 2N"N3= —oN*,
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g 'NE*M* — gMEIN* =0,
gN*M* — g 'MFNt =0, (29)
[M%,N3] =0, [Nt,M*] =0, [M3,N3]=0,
The seven generators (T*, T™, 13,11, 6%, $%, T?) in terms of the chiral ones are
T+=M"* + gl — AM¥)(L + AN?)~*N*,
T- =M~ + gl — AM3)L + AN?)™'N",
2= (1 — AM3(1 + AN,
= (1 — AM?) 12,
o2 = (1 — AM3)2[1 — gA%(1 + ANY Y IN" M,
T? = g~ (1 — AM?)"2M*,
St= —(1 =AML + ANHTIN",

(30)

Hence, it is easy to give the (3,0) ©(0,4) representation using (27) and a chiral
representation of the usual y-matrices, e.g. take*

-1 o! —g? —a®
0 .. 1 2 3
¥ = (_1 )’ ¥ (—“6‘1 ): i (ﬂ_z )a 7 (0_3 ),

q .

-2

= 1
g . [
qZ
. 1
+ 1 -
T == _.q_l 3 T — s
-4
31

Sl= 3 TZ— : s

1

*The matrices y? and y¥ have a unusual sign to make (31) agree with the action of the generators on
spinors as used in [1].
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Representations or higher spin follow by use of the comultiplication on g-symmet-
rized spinors.
Using the relations (6), the spin representation for the new generators is

q
Lt =g-112 4 : , L~ =gq 12 ,
—1 .
—1
q 1
| B ..q . .
| = ~-1/2 I, I-1= -1{2 ,
q 1 . q .. q .
q 1
(32)
Ki=g 2 R & K?=gq~12 - - - ,
-1
1 q .
q 1 .
k=gq 12 ) , %= g 2
. q
q 1

The conjugation on this representation is given as follows. The Dirac spinor is of
type V' = (x, y, —q"'/*y, ¢~ %), where x and y span a complex quantum plane [1].
Then the involution is given using the spinor metric ¢

0 ¢ 0 q'?
¥* = Sy, S=<E_1 0), s=(_q,1,2 0 ) (33)
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For the matrix representation, we thus have for L any generator in the Dirac
representation

L* =(L)=SLS™* (34)

which agrees with the relations (21).
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Abstract. Multiparameter solutions of the Yang-Baxter eguation associated with the
groups of types A, B, C, D are given as generalizations of the well known one-parameter
solutions. The R-matrix approach to quantum groups used here is related to the algebraic
one of Rheshitikhin.

Much has been said about quantum groups based on the so-called standard solutions
of the (quantum) Yang-Baxter equation (YBE) [1, 2] while on multiparameter quantum
groups only a small number of publications is at hand [3-7]. In this letter it is shown
that there exist natural multiparametric generalizations of the standard solutions.

A simple example [8] will be used to introduce notation and to distinguish different
types of deformation parameters. The main part of this letter presents multiparamet-
ric R-matrix solutions of the YBE associated with the groups of types A, B, C, D,
and shows how they are obtained by explicitly solving the YBE. These results are
then related to the algebraic approach of Reshetikhin [5] by translating it to a ‘Hopf
algebra free’ formulation of the R-matrix approach of Takhtajan and others [2]. We
conclude with some remarks on the prospects of multiparameter quantum groups and
its applications.

As in ordinary group theory there are three structures that are related by a
quantum group: the group itself given as a matrix of non-commuting entrics, a
coordinate space transformed by the group action, and the Lie algebra associated
to the group that is in general also deformed. The commutation relations can be
represented most simply using the R-matrix. Let us consider the two-dimensional
general linear group as an example ( R € C**4):

notation relations
quantum group T= (: 2) R, I\T, = ;T\ Ry,
quantum plane z= (:) (R-1)(z®2)=0 (1)
quantum Lie algebra T* H, K R,LELY = LYLER,

R12L'z.- Ly =Ly L;sz

where R = PR, P is the permutation matrix, the normalization s.t. Ri = 1, and
L* are matrix functionals of the generators 7%, H, K.

0305-4470/91/211249+10803.50 © 1991 IOP Publishing Ltd L1249
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It has been shown, that if one starts with choosing a g-plane

Ty=qyz @
and a deformation of the Lie algebra relations of gl(2) with parameter r

oH _ pH

r—r-l

[T+, 7°] =(H],

[T*, H] =+7T% [K,..] =0 (3)

this corresponds to the following R-matrix:

1 0 0 0
0 1/q o o
0 1-1/7% ¢/ 0] " 4)
0 0 - 0 1

The matrix functionals are in this case:
I ( pUH+K)/2 0 ) - = (q-(ﬂ+x)/z —~(r—1/7) T-)

(r=1/r) Tt -HIK){2 0 p(H-K)/2
®)
where p= 72 /q, T+ = (q/r)¥/2 T+, T- = T~ (q/r)H/2
The group deformation then is to be:
2 2
ab:ﬁba ed= - de bc=—q—2-cb
q q r
g ©)
ae=q ca bd = q db ad —da = be

which is the two-parameter deformation of GL{2). A second quantum plane of
exterior variables £, 7, that can be interpreted as differentials of # and y, is also
determined:

in= -fg nE. )]

The determinant can be defined and becomes central for ¢ = r which allows us
to define SL (2). (For details see [8], note the different notations for the second
parameter r, X = r?, or p = r%/q.)

The underlying field for the coeflicicnts has tacitly been assumed to be C and
‘real’ versions of the group can be obtained by giving an appropriate conjugation.
There are, however, two ways to do this:

(a)
(®)

Since we require Ty = 7 T the plane relations give:

]
i

Y 8)
T

8|
I
i

@ <
il

I
y.

zy=qzy — (a) zy=qyz ©)
(b) zy= %yx.
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For the group parameters conjugation has to be:

(@) T = STS = (d c) S = (° 1)
ba 10 (10)
(®) T=T
and hence
2
ab=T"ba— (a) d="ode et :
(b) ab= Lpa etc
2
yielding for the parameters
(@) g, € R\ {0} (12)
(b) q=e'’ r? = ¢® 9,0 € R.

i.e. both deformation parameters are either real or pure phases. These groups may
be denoted as GL,. ,(2,R) and GLg.4(2, R), respectively.
Unitary groups can be found by requiring

TH=T"! e (E g) = (_:/p _ﬁ’c) D~} (13)

giving the group U, 4(2), where q = re'?, and SU,(2), where ¢ = r € R, with two
and one real deformation parameters, respectively. (D = ad— q ¢b is the determinant
[8].) This can be seen from, for example,

ol

2
ac = qea — bD D = GdD D! = bd = a% db (= qdb!)

; (14)
=>qg=1r".

Remnark. In this paper we do not consider Hopf-+-algecbra quantum groups of an
extended algebra with barred and unbarred generators providing mixed commutation
relations. For distinction we write GL(2) instead of GL(2,C). Such extensions are
in general not difficult to find but not necessarily unique [9).

The procedure followed in the last section generalizes for GL(n) and with some
restrictions also for SL(n), i.e. A,_,. Similarly one can proceed for the classical
series of semi-simple groups B, C,, D, i.e. SO(2n + 1), Sp(2n), SO(2n).

A, _,—the groups GL(n) and SL{n). As in the two-dimensional case the Li¢c
algebra has still one deformation parameter; the quantum space relations, however,
can be chosen to be deformed more generally:

iz = 9i; 2’ ot i<j (15)
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providing a total of Ng; = n( n-1)/2 +1 parameters (g;; and r) for the corre-
ponding R-matrix (R = R} e;* ® ¢;'):
RY = 6.6 (a‘-" +oil ol q—") + 6i8] ©Y (1 - %) (16)

ij

where ©% equals 1 for i > j and zero otherwise. Note, no summation over repeated
indices is involved here. The group relations given by this R-matrix are not difficult
to work out and can be found in [6].

To arrive at the quantized SL(n) from GL,..,..(n) it is necessary to make the
determinant D central before it can conslstendy be identified with unity. In the GL
case the determinant has the following property [6]:

I e
Tl D= Ha-ll Fok n:=k+1(r2/qk'y) DT
‘*‘1 Hﬂ . ( 2/ ) )
Hg-l qp; lls=ita\7" 7895

In order to render the factor picked up to unity, one can simply choose all ¢'s equal
to . This gives the well known one-parameter deformation SL,.(n). More generally
the centrality of the determinant can be achieved by requiring

(a7

r? r?
ql'l' q?,f o Gyl e = CONsStant (18)
9 g1 9in
forall 1 = 1,...,n. This last requirement resuits in n— 1 conditions among the ;s

in addition to determining constant = r™~!. The number of deformation parameters
has been reduced to Ngg = Ng; —(n—1)=(n-1)(n—2)/2 4+ 1.

To give an example consider SL,a. . (4) With g;4 = r%/q130;5. @4 = 715/ 05
and gy, = 7/q13z3-

There are again two ways to impose reality conditions on GL(») (¢! = n+1-i):
i i

(a) =z

T 9 = eldis rize

(19)

]

T=
) T, =z Ti =T}

: ;=g T ER.

giving GLg 4, (n,R) and GL (n,R) and similarly for SL. Decriving the

X ] | r’;ﬁg‘_,-’:g it
unitary versions is left to the reader.

B,, C,, D, —orthogonal and symplectic groups, For the groups of types B,
C, D an additional structure, the metric, has to be implemented in a consistent
manner. The metric € defines a length L = z*Cz and provides the orthogonality
(or symplectic) relation

TC™'T'C=1=C"'T'CT (20)
for quantum matrices T, Roughly speaking, it is the required centrality of the length
forcing the metric to be anti-diagonal. (Clearly, it can be diagonalized in the classical
limit):

Ci; = ¢ 6 (F=nt+1-3) with ¢; ¢; = %1. (21)
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(The last requirement is not necessarily so at this stage but has been made to facilitate
the argument; it can be motivated, for example, by consistency of double conjugation,
see below (38).) Hence also in the R-matrix a piecc containing primed indices
appears. We make the following ansatz (motivated by the ‘standard’ solutions):

Ri=r [5;‘,5{ (f—) + (1 - ;12-) (6;'5{ o' 4 §''6,,, 04 ai)] (22)
ij
where © is as above and af are coefiicients to be determined. Inserting the orthog-
onality condition, T = C~}(T*)~1CT, into the group relations, RT,T, = T,T\ R,
it follows that
R=C{'R“C, = C;(R™)"C, 23)
implying for (22)
.. C:C;  yip
Vo= k:": .
Ry, = P R;; (24)
As in the GL case we have g;; = 1 and g;; = r%/g;; and hence (24) yields

qij = —:'— = — - q,»:_,-; (25)

ie. g;;, i <j < n/2, give all ¢’s.
Having fixed the relations among the g’s, one finds that the relations for the ai’s
from the YBE decouple. From (24) we get

ai = a¥ (26)

and the YBE provides

aja) = —a} @7
and
a;‘g“ = -1 or o+ ;21- n even
(28)
(n43)/2 n odd.

Cn-1)2 = "7

In combination (26) and (27) are now a recursive set of relations that can be solved
using the ‘initial conditions’ (28). Taking also into account that we have to meet
the orthogonality relation (24), one finds ai = —¢;€,7~* where 1 are integers
determined by the above conditions and the ¢’s matter only in the symplectic case.
Equation (28) yields:

(m»%,m-%,...,%,ﬁ,—%,...,%—m) for B,
1..)={{(m,m=1,...,1,-1,...,1-m,-m) for C,, 29)
(m-1,m-2,...,1,0,0,-1,...,1 - m) for D,
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The c,’s of the metric have to be chosen as

_ +1 for B,, and D,
C'.- = El' 7"6"]'1 With E" —3 { +1 fOl’ Cm and is m (30)
-1 forC,,and i > m

thus ¢; ¢;, = -1 only for symplectic groups. In the notation of [2] we have:

R=r Z € ® €;; + €(nya)/2,(nt+1)72 ® Em41)/2,(n+1)/2
izl

n n n
r 9ji 1
+ 2 7, %8t D Lei®e; it oY e @euy

i<j %ij i>j il
i’ i3
1\ [& .z
* (r - ?) [Z €ij © eji — sumps;r ie5e5 @ ei‘i'] Gl

i>j

with (29) and (30). The second term is only present for the B, case.

Inspection of the classical limits shows the association with the indicated groups.
It turns out that the non-diagonal parts of the multiparameter R-matrices coincide
with the standard solutions (cf e.g. [2])—they coincide anyway for all q;; = r—
and also the characteristic equation depends only on the Lie algebra deformation
parameter r and matches those for the standard solutions (r = q) if one normalizes

R appropriately (Bii = 1):

(R-1) (ii+ ;15) (1‘1- ;1;) =0  for SO(n)

(ﬁ'- 1) (ﬁ+ ;'13) (ﬁ+ r_nl-ﬁ) =0 for Sp(n). )

Remark: Strictly speaking, the orthogonal groups are just O(n) rather than SO(n),
i.e. the determinant is +1. It is, however, possible to use the isomorphy SO(n) =~
0O(n)/Z, by identification of pairs of quantum matrices having different sign of the
determinants, e.g. T ~ diag(—1,1,1,...)T. Altcrnatively one could require the
determinant condition explicitly.

Example: SO,.,(4). The two-parameter orthogonal group in four dimensions illus-
trates the greater generality of multiparameter quantum groups. Since the charac-
teristic equation coincides with that of the standard solutions, so does the projector
decomposition of R [2]. The relations for the quantum vector space are:
r2
TyTy = qQTyTy T3 = -(}— TaTy TyTy = BTy
i (33)

321:4 = qz4z‘2 1'3.’84 = - 3413 x12:4 - 3431 - r—— 2233
q T
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and for the exterior coordinates, ({")"' = 0, we find:

&+ ;‘%5251 =0 §i8s + %5351 =0 E4s+ 66 = (’*"— ‘::) &€,

(34)
1
§a8q + ':? {af =0 §als + 7 §i83 =0 £164 + 868, =0.
The metric (21)
1
c=| | 1 (35)
T
gives the central length
L=r"lmm, + 22y + 292y + r2y7, = (1 r7 ) (@2 H r2yxy) (36)

Interestingly enough, the two-parameter R-matrix for SO(4) cannot be constructed
as the tensor product of two SL{2) (unless ¢ = r) [10}:

R(80,2,,(4)) # R(SL,(2)) ® R(SL,.(2)). 37

Real versions. Conjugation can be defined trivially T = z, T = T, or with help of
the metric

-2_" et E{ - C:k xk i.e. 5’: -— ci: :l?' (38)
TH=T"1 ie. T=(T). (39)

Compatibility with the quantum group relations can be checked by computing the
adjoint of '

R(T®T)=(TeT)-R. (40)
One finds

Rt (TeT)=(TeT) R 41)
where R = RP. This holds if the R-matrix obcys
Eﬁg} = Ri} ie. %5 % = reR ar q; = rei¥y, (42)

The plane deformation parameters g;; exhibit a deformation structure which one
could call ‘radial quantization’, where the parameter r provides the modulus for all
¢'s combined with an independent phase. Hence, taking real deformation parameters
its number stays the same as without reality condition.

In order to investigate the signature of the metric one can define ‘real’ coordinates;

yF = =+ et k<o = =yt (43)
(et — of) k> o


http:r-)(zl:l.14
http:r:l.14:1.11
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Under this transformation the metric becomes

1+ i(cl—-cl;)
C—C= : : (@4)
i(cn-—-'é];) 142

Since for » — 1 all ¢; become unity, this reality condition gives the quantum groups
SO,.: s ( n, R}.

In the other case ¥ = =z (thus the coordinates are already ‘real’) diago-
nalization of the antidiagonal mctric makes us arrive at $Ogq,,,.(n/2,n/2) and
80g,,,((n+1)/2,(n —1)/2) for n even and odd, repectively. Constructing de-
formed groups of other signature is a more involved topic that nceds more com-
plicated R-matrices. For the Lorenz group it is not yet clear whether one or two
independent parameters can be found.

Reshetikhin has developed a derivation of multiparameter R-matrices from the
standard one-parameter versions employing the universal R-matrix living in the tensor
product of an algebra A with itself and having Hopf algebra properties [5]. It
can be shown that a second element of the tensor algebra, given in terms of the
generators of the Cartan subalgebra of the associated deformed Lie algebra, provides
a transformation yielding a new universai R-matrix. By representation the numerical
multiparameter A-matrix is constructed.

It is easy, however, to translate this algebraist approach to a simple matrix for-
malism on the lines of Takthajan [2] and others omitting the detour to the universal
R-matrices [13]: The definition of a Hopf algebra with comultiplication A and an
universal R€ A® A s.t.

(A®i)R = R;3R,y (i0® A)R = Rj3R,, coA(a) = RA(a)R™!
(45)

implies the Yang—Baxter equation
R12£13323,= Ry Ri3R,, . (46)

which contains all information we need in the R-matrix approach to quantum groups.
Reshetikhin requires for an additional element FE A® A

and also the YBE
F12F13F23 = F23F13F12- (48)

Then RF = F-1RF-! is also a solution of the YBE.
Applying (00 A ®id) on F in two different ways, firstly letting o simply inter-
change the embeddings and secondly using the last equality of (43), one finds:
(00 A QI)(F) = 019(FigFy) = Fpalyy
= Ry, Fy Py Ryy ‘ (49)
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i.e.

By FyyFoy = FyaFis Ry, (50)
and similarly using (id ® o 0 A} F)

FiaFygRag = Ry Fi3 Fyy - 1

Like the YBE for R, also those for F and for mixed R and F can now simply
be considered as matrix equations. With this ‘translation’ it needs just a triangular
(Fy,F,; = 1) solution of the YBE that obeys also (50) and (51) in order to associate
a new R-matrix to a given one. (At this stage the construction obviously becomes
circular since we need a solution of the YBE in order to find a new one; it turns out,
however, that rather trivial solutions help.)

If we choose F = diag(fy1, figs -+ -+ fun) With fi; f;; = 1, it is easy to show that

F' R(GL,) F'= R(GL,, ) q;=rf} ¢2)

ie. the standard one-parameter deformation is transformed to the multiparameter
deformation (16). (In terms of R this is a similarity transformation that, however,
does not decompose into a simple tensor product F # [ ® g.)

By the same means thc multiparameter versions of the R-matrices of types B,
C, D are related to the standard solutions since, having an additional term of type
§'3"8,, equations (50) and (51) require in addition

=== Sy (53)

which turns out to be equivalent to (25).

This R-matrix formulation also provides a nice way to verify the results of the
last section. Using (49), (50) and (51) one can reduce the YBE for R to those for R
and F alone,

Remark. There are nonetheless additional one-parameter solutions of thc YBE that
are related to the ‘standard’ one by a non-diagonal matrix [12,13]. Since the entry
structure of these R-matrices is more complicated, more restricting rclations of type
(53) arise making multiparameter versions almost always impossible.

In accordance with the abstract treatment of Reshetikhin we have explicitly shown,
that for groups of type A, B, C, D that r(r—1)/2+ 1 quantization parameters emerge
from solving the YBE if = is the rank of the group. It is the maximal number of
deformation parameters for quantum groups with the same structure of commutation
relation as the standard solutions. '

To give an idea of the coherence of multiparameter quantum groups, we note that
the fact that GL(n) and Sp(2n) are of the same rank corresponds to the fact that
a 2n-dimensional phase space built from a n-dimensional linear space (cI Zumino’s
construction {14]) allow for symplectic transformations also in the dcformed case not
restricting the possible multiparametric deformation structure,

A many-parameter deformation of a group provides many one-parameter defor-
mations. Thus this Jetter does not intend to persuade the reader to use always the
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most general deformation structure possible but rather points out that different pa-
rameter fixings lead to different structures with few or oniy one parameter having
different properties. See, for example, [15] exhxbntmg that it is the deformation GL,,
rather than the ‘standard® deformation GL,.,, that seems to be suitable to define a
path integral.

In general, it will depend on the physical application which deformation structure
is appropriate. Hoping that the ‘standard’ one will do is, however, not justified.

Very fruitful discussions with J Schwenk, K Schmudgen and A Kempf are acknowl-
edpged.
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